LV OLIMPIADA F1zYCczNA (2005/2006) — ETAP III CZES¢ TEORETYCZNA (ROZWIAZANE) 1

Zadanie 1

Metalowa kulka o promieniu r1 = 10cm jest otoczona, wspoétsrodkows z nig, metalowa, sfe-
ryczna powloka o promieniu wewnetrznym re = 2r; (patrz rys. 1). Miedzy powloka a kulka
panuje préznia. Kulka jest pokryta cienka, réwnomierng warstwg izotopu kiuru ?42Cm w iloéci
n = 0,01 mola. Jadro ?*2Cm rozpada sie wysylajac czastke alfa o energii Ey ~ 6,1MeV. Czas
polowicznego zaniku kiuru wynosi ¢1/, = 163 dni. Powloka jest polaczona z kulkg biegnacym
radialnie cienkim przewodem. Przyjmujemy, ze obecno$¢ przewodu i ptynacy w nim prad nie
wplywja na pole elektryczne miedzy powlokami. Czastki alfa sa catkowicie pochtaniane przez
powloke oraz kulke, ale nie sa pochlaniane ani rozpraszane przez kiur.

a) Jakie jest natezenie pradu plynacego w przewodzie, jesli jego opdr jest réwny R; = 100kQ?
b) Jaki powinien byé opér Ry przewodu, aby natezenie plynacego w nim pradu bylo réwne
polowie natezenia pradu okre$lonego w pkt. a)?

Liczba Avogadro Na ~ 6,0-10%3 mol~!, wartoéé tadunku elektronu e ~ 1,6-10~!? C. Pomijamy
emisje elektronéw z kulki i otaczajacej ja powtoki.

Rozwazamy sytuacje stacjonarna, tzn. po (przyblizonym) ustaleniu sie¢ natezenia pradu w prze-
wodzie, przez czas maly w poréwnaniu z ¢y /.

_—

przewoc

242Cm
rys. 1

Zadanie 2

Pret o dlugosci [ i masie m polozono na réwni o kacie nachylenia a (patrz rys. 2), na wysokosci
h nad podloga (przy czym h > 1).

a) Opisz jakosciowo ruch preta.

b) Wyznacz predkosé preta w ostatniej fazie ruchu. Podaj warto$é liczbowa dla h = 6,4 m,
a = 45°, g = 10m/s? (przyspieszenie ziemskie).

Tarcie i opér powietrza zaniedbujemy. Pret jest idealnie sztywny i caly czas znajduje sie w
plaszczyznie pionowej prostopadtej do powierzchni réwni. Podloga i rownia idealnie amortyzuja
uderzenia, tzn. powoduja ze tuz po uderzeniu prostopadta do nich sktadowa predkoéci uderzanego
punktu jest réwna 0, a ich ugiecie w trakcie uderzenia jest znikomo mate.

Moment bezwladnosci preta wzgledem érodka masy jest réwny I = (1/12)mi?. W chwili po-
czatkowej pret spoczywal. Kat nachylenia spelnia warunek 0° < o < 90°, przy czym « nie jest
bliskie 90°.

Zadanie 3

Pewien konstruktor zbudowal skomplikowany silnik cieplny, ktérego czynnikiem roboczym jest
n moli jednoatomowego gazu doskonalego (molowe cieplo wlasciwe réwne (3/2)R) pracujace-
go w cyklu tworzacym na wykresie p — V' tréjkat ABC o wierzcholkach w punktach (Vj, po),
((3/2)Vh, (5/2)po), (3Vo,po) (patrz rys. 3). Gaz pobiera cieplo ze zrédla ciepla o temperaturze
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pret

rys. 2

T i oddaje je do chlodnicy o temperaturze T>. Przyjmujemy, ze gaz jest w kazdym momencie
cyklu w stanie rownowagi termodynamicznej i pomijamy wszelkie opory mechanizméw.

a) Oblicz sprawnosé tego silnika.

b) Jakie warunki musza spetniaé¢ temperatury 77 i T5 aby silnik pracowal?

1
Vo 15V, 2V, vy Vv
rys. 3
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Rozwigzane zadania 1

Przyjmijmy, ze réznica potencjatléow elektrostatycznych miedzy powtoka a kulka jest réwna U.
Jedli v,1 1 v sa radialng i prostopadta do radialnej sktadows predkosci vy czastki alfa w chwili
rozpadu, a v, 1 v o — analogicznymi skladowymi predkosci w chwili, gdy czastka dociera do
powtloki, to z zasady zachowania energii

% (Ugl + Uil) = % (1232 + 032) +aqU, (1)

gdzie g = 2e jest ladunkiem czastki alfa, a z zasady zachowania momentu pedu
MV = mrav. (2)
Poniewaz v2, > 0, do zewnetrznej powloki dotra tylko czastki dla ktérych

2
me2 2y "e g (1 _
2 (Url +'UJ_1) 5 V12 — U =Eo — 3 (rzvu) qU >0, (3)
gdzie wykorzystalismy % (vfl + Uil) = FEy, oraz zasade zachowania momentu pedu. Zatem do
zewnetrznej powloki dotrg czastki, ktérych predkosé spetnia warunek

(2 (-2
Ey r1 Ey

Jesli 0 jest katem miedzy kierunkiem predkosci (w chwili emisji) i kierunkiem radialnym, to

powyzszy warunek oznacza
R\? U
sin? 0 < (—) : (1 = q—) . (5)
T

Zauwazmy, ze dla
2

qu 5t

— < 1-=, 6

EO = ’I“% ( )
powyzszy warunek nie daje zadnego ograniczenia na kat 6.
Czastki alfa sa emitowane losowo we wszystkich kierunkach; ilo$é czastek wyemitowanych pod
katem nie wigkszym niz € jest proporcjonalna do powierzchni sfery ograniczonej przez ten kat,
czyli do (dla sfery jednostkowej)

27(1 — cos6).

Zauwazmy jednak, ze czastki emitowane pod katem wigkszym niz 5 sa pochlaniane przez we-

wnetrzng powloke, powinni$my wiec bra¢ pod uwage tylko czastki wysytane pod katem 6 < 7.
Zatem dla 0 < 6 < § natezenie pradu czastek alfa dolatujacych do zewnetrznej powloki wynosi

2 (I—cos) Iy 3 < qU>
I'=1Io 47 2 <1 \/ i ! Ey ’ ()

gdzie Iy jest iloczynem g i iloci rozpadéw kiuru w ciagu sekundy:

[\

d In2

In=q [—nNA 1—27tt ] =qnNy—. (8
dt ( ) t=0 t1/2 )

Podsumowujac
I U 2
3 dla £ <1- é,
=!I s U U r
I §<1—\/—é.(1—%—0)) da 1> % >1-7 (9)
U
0 dla £ > 1.
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~ 90.01:6 0-10%3.1,6-10—19.0 69 A —

Poniewaz t1/o = 163 - 24 - 60%s ~ 1,4 - 107s, otrzymujemy I 1,4107

2
9,5-107° A. Zauwazmy, ze Iy - Ry < (1 — T—l) - Fy/q, zatem dla oporu R; mamy do czynienia z

pierwszym z powyzszych przypadkéw, tzn. przez przewodd plynie maksymalny prad réwny

I
Tnax = 5 ~4,8-107°A. (10)

Natezenie pradu bedzie réwne polowie powyzszego natezenia gdy U bedzie spelniato warunek
r3 qU 1

1—y/1-2. (1-+ ) == 11

¢ 2 (1-%)=5 (11)

3r?\ Ep
U=(1-==%|—. 12
( 41"%) q ( )

czyli dla

Zatem Ry powinno by¢ rowne

o-1)%
Ry=~——"27 % 1 ¢.10M10Q. 13
2 IO/4 ) ( )

Punktacja

Wyznaczenie maksymalnego pradu mogacego ptynaé¢ w ukladzie (wzory (10) i (8)) — 2 pkt.
Wypisanie zasady zachowania energii (wzér (1)) i zasady zachowania momentu pedu (wzér (2))
— 1 pkt.

Otrzymanie warunku na kat, pod jakim powinna by¢ emitowana czastka o aby dotarta do
powloki (wzor (5)) — 2 pkt.

Zaleznos$é natezenia pradu od napiecia miedzy powloka a kulka (wzér (9)) — 2 pkt.
Uzasadnienie, ze w przypadku a) natezenie pradu jest réwne maksymalnej wartosci — 1 pkt.
Wyznaczenie oporu Ry (wzér (13)) — 2 pkt.
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Rozwigzane zadania 2

Oznaczmy nizszy (poczatkowo) koniec preta litera A, a wyzszy — litera B.

a) Ruch sklada sie z nastepujacych etapéw.

I. Zsuwanie sie preta wzdtuz réwni az do momentu uderzenia o podtoge. Z zasady zachowania
energii wynika, ze predko$¢ preta tuz przed tym uderzeniem jest réwna

v1 = /2gh. (1)

II. Uderzenie preta. Na pret w bardzo krétkim czasie dziataja bardzo duze sity pochodzace od
podlogi i réwni (sile grawitacji mozna zaniedbac). Zgodnie z warunkami zadania na koncu tego
etapu predkos¢ punktu A jest rownoleglta do podlogi, a predkos¢ punktu B jest rownolegta do
réwni.

ITI. Ruch po uderzeniu preta w podloge, az do ponownego uderzenia. Poniewaz h > [, zmiany
predkosci w tym etapie spowodowane istnieniem grawitacji s mate, a zatem ruch mozna uwazaé
za swobodny az do chwili, gdy pojawi sie znowu sita reakcji podtogi lub réwni.

Ruch preta na tym etapie jest ztozeniem ruchu jednostajnego z pewna predkoscia v, (predkoscia
srodka masy) i oraz jednostajnego obrotu woké6! §rodka masy. Predkosci koncéw preta sa dane
réwnaniami (patrz rys. 2a) )

UA - 17sm + ﬁobrv (2)

'UB - 17sm - ﬁobrv (3)

gdzie Uy, jest predkoécia wynikajaca z ruchu obrotowego wzgledem srodka masy, prostopadtla
do preta i stala co do wartosci. ¥,y obraca sie wraz z obrotem preta w kierunku (zgodnie z
rysunkiem) przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara, natomiast ¥s, pozostaje stale
(patrz rys. 2b)). Wynika z tego, ze pionowa sktadowa predkosci (o znaku dodatnim w gore)
punktu A rosnie co najmniej do momentu, gdy pret obréci sie o kat 2a. A zatem az do tego
momentu punkt A na pewno nie uderzy w podloge. Podobnie bedzie rosta prostopadia do réwni
sktadowa predkosci (o znaku dodatnim w gére / w prawo) punktu B, a zatem punkt B co
najmniej do momentu obrotu o kat 2« nie uderzy w réwnie. Jednak poniewaz pionowa sktadowa
Usm jest skierowana w dot, po obrocie preta o kat 2« punkt B znalaziby sie ponizej podtogi
(patrz rys. 2¢)). Oznacza to, ze w pewnym momencie, przed obréceniem sie preta o kat 2a,
punkt B musi uderzy¢ w podloge.

Podsumowujac: w III etapie pret oderwie sie od réwni i podtogi, a ten etap zakonczy sie ude-
rzeniem konca B preta w podloge.

IV. Uderzenie punktu B w podloge. Bardzo kréotko dziataja bardzo duze pionowe silty reakcji
podtogi. Pod koniec tego etapu pionowa sktadowa predkosci punktu B jest réwna 0.

V. Poniewaz jakoSciowa analiza nie daje odpowiedzi na pytanie, jaka jest pod koniec etapu IV
predko$é punktu A, szczegdlowa analiza dalszych faz ruchu jest niemozliwa.

Rozwazmy jeszcze raz ruch po zderzeniu (po fazie II) przy pominieciu istnienia podlogi i réwni.
Zauwazmy, ze z réwnan (2, 3) oraz warunkéw poczatkowych na poczatku fazy III wynika, ze
prostopadte do réwni sktadowe predkosci punktéw A i B nigdy nie moga by¢ mniejsze od zera,
a zatem gdyby nie byto zderzenia punktu B z podloga, to zaden koniec preta nie mogtby sie
zderzy¢ z réwnia. Zderzenie z podloga wyhamowuje ruch obrotowy preta i jednocze$nie zwigksza
prostopadla do réwni sktadows predkosci srodka masy preta, zatem zderzenie koncoéw preta z
réwnia po etapie II nie moze nastapic.

Zatem w nastepnych fazach ruchu konce preta bedaa ulega¢ wyhamowujacym ruch pionowy i
obrotowy zderzeniom z podloga, az do momentu, gdy pret bedzie lezal na podtodze poruszajac
sie wzddz niej ze stalg predkoscia. Ta predkosé bedzie réwna poziomej sktadowej predkosci srodka
masy preta na zakonczenie etapu Il poniewaz po tym etapie dzialaja tylko sily pionowe.

b) Z powyzszej analizy wynika, ze szukana predko$é to pozioma sktadowa predkosci srodka masy
preta na zakonczenie etapu II. Rozwazmy zatem szczegdélowo uderzenie preta w podtoge.
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Niech R4 oznacza site z jaka podloga (w danej chwili zderzenia) dziata na punkt A, a Rp — sile
z jaka réwnia dziata na punkt B. Z II zasady dynamiki otrzymamy
Rpcosa+ Rp R sin«

= = — 4
a] m ,CL” m ’ ()

gdzie | i ay oznacza odpowiednio réwnolegta i prostopadia do preta skltadowa przyspieszenia
srodka masy preta.
7 11 zasady dynamiki dla ruchu obrotowego przyspieszenie katowe preta jest réwne

B RAcosa—RB£

7 5 (5)

3

7 powyzszych réwnan wynika, ze zmiana predkosci érodka masy preta jest réwna

T T Ty si
Av, = ‘A COs o+ B,Av”:— Asma’ (6)

m m
gdzie T4 oraz Tp sa popedami sit R4 oraz Rp.
Analogicznie predko$é katowa preta tuz po zderzeniu wynosi

_ Tpycosa—Tpl
N I 2’

Poniewaz po zderzeniu predkos¢ konca B peta jest réwnolegla do réowni, mamy

l
Avl—w§:0. (8)

Po zderzeniu predkos¢ konca A peta jest réwnolegta do podtogi, tzn.
Av, wl= (01 + Ay )t 9)
v tws = (u | ) tg .

Z réwnan (6), (7), (8), (9) mozemy wyznaczy¢ niewiadome Avy, Av), w, Ta, Tp. Styczna oraz
prostopadta do preta sktadowa predkosci srodka masy oraz predkos$é¢ katowa obrotu preta beda
réwne

1
i(1+n§—{2)tg2a+1v

Vg = v1 + Ay = 1, (10)

1
_1 Al U1, (11)
21 (14 ) ta+1

1 tg « o
Li(1+ ) te?a+1

(12)

Zatem koncowa predkos¢ preta, rowna poziomej sktadowej predkoéci jego srodka masy po za-
koniczeniu etapu II, wynosi

Ukohcowe — Usm|| COS X + VgL SIn v =

1+ cos? 1
= ’l}
2 cos i(l—i—%)tha—i—l

1- (13)

Dla o = 45° | [ = 11—2m12 otrzymamy:

9v/2 9
ivl = —\/gh = 9?. (14)

kafICOWG = 16 8
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Punktacja:

a)

Zauwazenie i uzasadnienie, ze po pierwszym uderzeniu w podloge pret odrywa sie od podlogi i
od réwni, a nastepnie uderza koncem B w podloge oraz zauwazenie, ze pozostale fazy ruchu nie
zmieniaja poziomej sktadowej predkosci — 3 pkt.

b)

Napisanie II zasady dynamiki dla ruchu srodka masy oraz ruchu obrotowego w trakcie zderzenia
(réwn. (4) i (5) lub réwnowazne) — 1 pkt.

Wypisanie uktadu réwnan pozwalajacego na wyznaczenie predkosci srodka masy i predkosci
katowej po I zderzeniu (réwnania (6), (7), (8), (9) lub réwnowazne) — 3 pkt.

Wyznaczenie predkosci koncowej preta (wzér (13) wraz z wyznaczeniem wartosci liczbowej (wzér
(14) — 3 pkt.
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Rozwigzane zadania 3

Aby obliczy¢ sprawno$é tego cyklu, nalezy policzyé prace wykonana przez uklad wyk oraz
ciepto dostarczone do uktadu @ gt -

Dla tloka o powierzchni S i przesuwajacego sie o odlegloéé dL, praca wykonana przez gaz
Wy = FdL = pSdL = pdV, gdzie dV jest zmiana objetoéci gazy w tym procesie, a p —
cisnieniem gazu. Calkowita praca jest rowna sumie wszystkich takich elementéw, co oznacza ze
jest on polem powierzchni ograniczonej przez linie definiujace cykl na wykresie p—V. W naszym

przypadku oznacza to, ze
1 3

Wyyk = §2V0 b0 = gVO * Po- (1)
Z 1 zasady termodynamiki wynika, ze ciepto Q.; dostarczone do ukladu (tutaj moze by¢ ujemne)
w przemianie infinitezymalnej spelnia réwnanie dU = Q¢ — Wy, gdzie dU jest zmiang energii
wewnetrznej w tym procesie. Stad Qg = dU + W,;. Wszystkie rozwazane w cyklu procesy
spetniaja zwiazek p = oV + 3, gdzie wspdlczynniki o, 8 sa rézne w réznych etapach cyklu.
Uwzgledniajac, ze energia wewnetrzna gazu doskonalego o molowym cieple wlasciwym cy = %R
jest réwna U = %nRT oraz réwnanie stanu gazu doskonalego (réwnanie Clapeyrona) pV = nRT
dostajemy

Qu = dU + W, = d(;nRT) +pdV = ;d(pV) +pdV = ;d[(aV + BV + (aV + B)dV =
= (4aV + 25)dV. 2)

Aby cieplo bylto rzeczywiscie dostarczone, powyzsza wielkos¢ musi byé dodatnia. Rozwazymy
ten problem po kolei na poszczegdlnych fragmentach cyklu.

Odcinek AB:

o= 3{'}—2, 8= -2V, dV > 0, a zatem @ > 0 na calym tym odcinku.

Catkowite ciepto @ ,5qost dostarczone na tym odcinku mozemy wyznaczy¢ z I zasady termo-
dynamiki

Qapdost = AU + Wap = gA(PV) + (pole pod odcinkiem AB) =

35 3 3 15 1
= 5(5170)(5‘/0) - 5]90‘/0 + 5(5190 +po)§V0 = 5poVo. (3)
Odcinek BC:
o = —5—2, = 4dpg, dV > 0, a zatem Q. > 0 gdy 4aV + %ﬁ = —4%3‘/ + %4190 > 0, czyli gdy

V< %Vo. Oznaczajac litera D punkt odpowiadajacy (na odcinku BC) objetosci %VO (i ci$nieniu
%po) dochodzimy do wniosku, ze cieplo jest dostarczane tylko na odcinku BD. Zatem

= 3 o
Qpcdost = @ppdost = AU + Wep = §A(pV) + (pole pod odcinkiem BD) =
3.3 ) 3.5 1.5

= 2Ca) W) — S Cr)(SV) + 5 (ap0 + opo)Vo = 2poVh. (@)

Odcinek CA:
a=0,0=mpy dV <0, azatem Q. < 0 na calym odcinku CA, czyli ciepto nie jest na tym
odcinku dostarczane
Qo adost = 0-
Czyli catkowite ciepto dostarczone w czasie jednego cyklu jest réwne

Qdost = Qapdost T @pcdost T Roadost = TPoVo (5)

Zatem sprawnos¢ cyklu

n = M _ i (6)
Qdost 14
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Temperatura zrodta ciepta powinna byé¢ nie nizsza niz temperatura gazu w dowolnym stanie
w trakcie dostarczania ciepta, natomiast temperatura chtodnicy powinna by¢ nie wyzsza niz
temperatura gazu w dowolnym stanie w trakcie oddawania ciepla. Zgodnie z poprzednimi roz-
wazaniami

PV (aV + BV

nRk nR

Temperatura maksymalna

Na odcinku AB:
(3%%v72vo)v

. Poniewaz jest to funkcja kwadratowa V o dodatnim wspoétczynniku przy V2,

nR
maksimum jest tu osiaggane na jednym z koncoéw przedziatu. tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi to dla
_ 3 E __ 15 poV&
V= QVYO 1ze TmaXAB - IP;)LRO'

Na odcinku BD:

(RV+Hpo)V . . . . : .
T = —=————. Pierwszym kandydatem na maksimum jest maksimum tej funkcji kwadra-

towej wystepujace w punkcie V' = 2V4. Poniewaz ten punkt nalezy do rozwazanego odcinka,

. (—222Vh+4po) (2V0) \%
otrzymujemy T' - BpD = Yo R = 4% > T ax AB-

Temperatura minimalna.

Na odcinku DC:
(= 22V +4po)V .. . . . )
—2——~——. Ta funkcja jest rosnaca od —oo do 2Vj i malejaca od 2V do oo. Poniewaz

odcinek DC lezy w tym drugim przedziale, minimum jest osiagane na jego koncu i wynosi
T _ po(3V0) _ 31?020
R

min D nR

Na odcinku CA:

T= 1%’ St@d TminCA = pT(;XO < TminDC’
Odpowiedz:

Sprawnos¢ cyklu wynosi n = %.
Temperatura zrédla ciepta musi spetnia¢ warunek T > 4
Temperatura chtodnicy musi spetniaé¢ warunek 75 < pno—]‘go.
Punktacja

Wyznaczenie pracy wykonanej przez gaz w trakcie jednego cyklu (wzér (1)) — 1 pkt.
Wyznaczenie na jakim fragmencie cyklu cieplo jest pobierane przez gaz (na odcinkach AB, BD,
gdzie D = (%VQ %po) — 2 pkt.

Wyznaczenie ciepla dostarczonego do gazu na odcinku AB (wzér (3)) — 1 pkt.

Wyznaczenie ciepta dostarczonego do gazu na odcinku BC' (wzér (4)) — 2 pkt.

Wyznaczenie sprawnosci cyklu (wzér (6)) — 1 pkt.

Wyznaczenie minimalnej temperatury zrédia ciepta (419710—]‘;0) — 2 pkt.

poVo
nR *

) . . 1%
Wyznaczenie maksymalnej temperatury chtodnicy (22z2) — 1 pkt.
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