LVII OLIMPIADA FIZYCZNA - ZAWODY III STOPNIA

Zadanie 1

Na poziomej plaszczyZnie znajduje sie jednorodny, cienki, poczat-
kowo nieruchomy krazek o promieniu R i masie M. W chwili
to = 0 z punktu P na tej plaszczyznie, odleglego o d od Srodka
krazka S, jest wystrzeliwany z predkoscia v maty pocisk o masie
m. Pocisk §lizga sig¢ po ptaszczyZnie, a nastgpnie uderza w krazek
i przyczepia si¢ do niego w miejscu zderzenia, w odlegtosci a od
osi PS (rys. 1). Nie ma tarcia migdzy ptaszczyzna a krazkiem oraz
miedzy ptaszczyzna a pociskiem.

rys. 1 Krazek i pocisk — widok z géry

Po jakim najmniejszym czasie ¢ > 0 nalezy odda¢ drugi strzal,
by drugi pocisk trafit w krazek w miejscu uderzenia pierwszego
pocisku? Drugi strzat oddajemy takim samym pociskiem, z tego
samego miejsca, w takim samym kierunku i z taka sama predkos-
cig poczatkowa jak pierwszy.

Podaj wynik liczbowy dla M =100g, m=10g, R=0,05m, a =
0,04m, v =10m/s, d = 2 m.

Moment bezwtadnosci krazka wzgledem jego osi symetrii obro-
towej wynosi Iy = M R?/2.

Zadanie 2

Rozwazmy nastgpujacy model Swiattowodu (tzw. wielomodowego):

walcowaty rdzed o promieniu r = 25 pm i wspélczynniku zata-
mania nq = 1,475 jest otoczony otuling (ktérej grubo$¢ nie ma
znaczenia dla zachowania §wiattowodu) o wspétczynniku zatama-
nia ny = 1,460.

W odlegtosci d = 25 um od poczatku Swiattowodu umieszczono
na jego osi symetrii punktowe, izotropowe Zrédio promieniowania
elektromagnetycznego o mocy P = 1 mW wysylajace promienio-
wanie o dtugosci fali 1,55 pum (rys. 2).
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rys. 2 Swiatlowdd oraz Zrédlo promieniowania
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rys. 3 Sygnat odpowiadajacy ciagowi 0110101001.

Oblicz jaka jest maksymalna odlegtos$¢ L na jaka mozna przesytac
tym Swiattowodem informacje z szybkoscia .S réwna a) 1 Gb/s, b)
1 Mb/s, ¢) 1kb/s, gdzie b/s oznacza bit/sekundg.

Uwzglednij ze:

e Wspdtczynnik ttumienia o zdefiniowany jako:

a=(10/L)logyo (Eout/ Ein)

gdzie E,,; jest energia sygnatu po przebyciu odlegtosci L, jesli
na wejsciu jego energia wynosita F;,, jest w przypadku rdzenia
réwny a = —0,02/km.

e Detektor rejestrujacy impuls na koncu §wiattowodu jest w stanie
zarejestrowaé impulsy o energii wigkszej niz Ey = 10712 J.

e Pojedynczy impuls (bit) ma poczatkowo ksztalt prostokata o sze-
rokosci 1/S (przez szeroko$¢ rozumiemy tu odstep czasu migdzy

poczatkiem a koiicem wysylania tego impulsu — rys. 3).
Uznajemy, ze informacji nie da si¢ przesyla¢, jesli w wyniku
przesylania czas trwania pojedynczego impulsu wzrasta wigcej
niz dwukrotnie.

e Parametry w zadaniu sa dobrane tak, ze mozna pominaé falowa
natur¢ promieniowania i traktowac je jako wiazke promieni.

e Promieniowanie, ktére znajdzie si¢ w otulinie, jest tak szybko
thumione, Ze jego role w przesytaniu informacji mozna pominagé.

e Zrédto promieniowania umieszczone jest w powietrzu (przyjmij,
ze wspOtczynnik zatamania n = 1), a odbicie na granicy powietrze-
rdzen mozna pominaé.

o Predkos¢ §wiatta w prézni wynosi ¢ &~ 3 - 10%m/s.

Zadanie 3

Energia cieplna jest przesytana z elektrocieptowni za pomoca prostej
metalowej rury, wewnatrz ktérej ptynie goraca woda. Rura biegnie
na glebokosci h pod powierzchnia ziemi, w odlegtosci d od kanatu
wypelnionego woda, réwnolegle do niego (rys. 4). Wiadomo,
ze temperatura ziemi tuz pod powierzchnia, doktadnie nad rura,
wynosi t,,, a temperatura wody i stykajacej si¢ z nig ziemi wynosi .

powietrze - [

d ™ rura

woda ziemia

rys. 4 Rura cieptownicza w ziemi.

a) Oblicz szybkos¢ strat ciepta na jednostke dlugosci rury, tzn.
ilo§¢ ciepta wyplywajaca do ziemi w jednostce czasu z odcinka
rury o jednostkowej dlugosci.

b) Wiedzac, ze promien rury wynosi R, oblicz jej temperature.

W pkt. a) i b) podaj wyniki liczbowe dla h =3m, d=2m, t, =
10°C, t, = 4°C, R = 0,1 m, przewodnictwa cieplnego ziemi o =
0,7 W/(m-K).

Przyjmij nastgpujace upraszczajace zatozenia:

e powierzchnia ziemi jest ptaska i pozioma; nie przeplywa przez
nig cieplo (tzn. przyjmujemy, ze powietrze jest izolatorem cieplnym);

e kanal ma nieskoriczong gtebokos¢ i jest wypetniony woda az do
powierzchni ziemi; jego brzeg jest pionowy i w kazdym punkcie
ma temperature tp;

e ziemia jest jednorodna; jej temperatura w dowolnym miejscu nie
ulega zmianie w czasie;

e Srednica rury jest mata w poréwnaniu z h i d, a jej temperatura
jest stata;

e nie ma transportu energii przez promieniowanie.
Przewodnictwo cieplne o jest zdefiniowane nastepujaco:
Rozwazmy dwie bliskie, odlegte o Ar, réwnolegte powierzchnie,
kazda o polu S. Obszar migdzy nimi jest wypetniony osrodkiem o
przewodnictwie cieplnym o. Jesli na jednej z tych powierzchni
temperatura wynosi ¢, a na drugiej ¢ + At, to strumie energii
cieplnej (cieplo w jednostce czasu), ptynacy prostopadle do nich,
jestréwny Jg = So At/Ar.

Wzory, ktore moga by¢ przydatne w zadaniach 1-3
dx 1
——— = —In|a+ Bx| + const
[ 255 = ginlapal

/(a +Bx) dr = (a+ Bz)"! + const, gdzie v # —1

1
(v+1)B

Kat brytowy w wierzchotku stozka o kacie rozwarcia 260 wynosi
Q =27(1—cos?).



Rozwiazanie zadania 1
Po uderzeniu pocisku w krazek uklad bedzie sie obracal ze stala predkosciag katowa wokdl swojego Srodka masy,
ktéry bedzie sie poruszal ze stala predko$cig po lini prostej. Srodek masy ukladu znajduje sie w odlegtosci

mR
_ 1
v m+ M (1)

od $rodka krazka. Z twierdzenia Steinera moment bezwladnosci uktadu wzgledem $rodka masy wynosi

I=1Io+Mz>+m(R—x)?
1
_ <§+ m >MR2. 2)

M+m

Predkos¢ katowa w ukladu po zderzeniu jest okre$lona przez zasade zachowania momentu pedu (ponizej liczymy
momenty pedu wzgledem $rodka masy ukladu)
b
Ilw=mv=(R—x), 3
= (R—2) 3)
gdzie b jest odlegloscig $rodka kuli od prostej, po ktérej poczatkowo porusza sie pocisk. Z powyzszego
mMbv
(M +m)I
mbv
) P 4
(M + 3m) R? )
Predko$¢ érodka masy po zderzeniu jest okreslona przez zasade zachowania pedu i wynosi
mu
U= . 5)
m+ M (5)
Aby drugi pocisk uderzyt w krazek w tym samym miejscu co pierwszy, uktad powinien wykonaé¢ pelny obrot.
Zatem czas miedzy zderzeniami powinien wynosi¢ 7' = 27 /w. Dodatkowy czas ruchu drugiego pocisku (w poréw-
naniu z pierwszym) wynosi 1" — t i przebywa on w tym czasie dodatkowa droge (T'—t) v. Ta droga jest réwna
drodze przebytej przez srodek masy uktadu do chwili drugiego zderzenia, czyli

w =

(T —t) vt = uT. (6)
Stad
M
= T
t m+ M

M (M+3m)R27T
C m+M mbv

(7)

Musimy jeszcze wyznaczy¢ parametr b poprzez a, d i R. L
_Oznﬂmy przez U punkt, w ktérym pocisk uderzyt w krazek, przez A — punkt na odcinku_PS , taki, ze
PS 1 UA (co oznacza, ze UA = a) i przez B — punkt na przedtuzeniu odcinka PU taki, ze BS L PU (co
oznacza, ze BS = b). Z tych definicji, twierdzenia Pitagorasa i podobienstwa tréjkatéw PUA i PSB wynika:
AS =+VR2—a2, PA=d— AS, b/d % a/(PU), PU = \/a? + (PA)?, stad

ad

VR R 2VE -2

b (8)

Zatem ostatecznie

M (M +3m)R?\/d®+ R? — 2d\/R? — o>
m+ M muv ad ’
Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy:

t=

t~0,23s. (10)



Rozwiazanie zadania 2

Ograniczenie na mozliwoSci przesytania informacji sa dwojakiego rodzaju: tlumienie oraz rozmycie sygnatu (dys-
persja migdzymodowa). Oszacujmy najpierw ograniczenie wynikajace z ttumienia. Energia pojedynczego impulsu
emitowanego przez zrédto wynosi Ey = P/S. Wktad do impulsu w rdzeniu dadza tylko te promienie, ktére doznaja
catkowitego wewnetrznego odbicia na granicy rdzen-otulina (patrz rysunek) lub trafia wprost w "otwoér wylotowy"
swiatlowodu.
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Maksymalny kat emitowanych promieni 8, ktére ulegng catkowitemu wewngtrznemu odbiciu mozna obliczy¢ korzys-
tajac z prawa zatamania i z faktu, ze tym granicznym przypadku kat zatamania promieni wchodzacych do otuliny
wynosi 90°:

s.1n0 - sm(?O — ) _n2 0
sin ¢ sin 90° ny
Skad otrzymujemy
sinf = \/n? —n3. 2)

Zauwazmy, ze 6 ~ 12°, co oznacza, ze kat z jakiego zbierane sg promienie jest mniejszy niz kat, pod jakim widziany
jest rdzen ze zrédta — 45°. Oznacza to ze kat brytlowy, z jakiego promienie wysytane przez Zrédto dotra do rdzenia,
wynosi Q2 = 27(1 — /1 —n? +n3) (gdyby 0 > 45° wtedy nalezaloby uzy¢ kata 45° zamiast 6). Poczatkowa energia

impulsu w rdzeniu wynosi wigc:
B = 1—\/1—71%—1—71%5
2 S’

Aby detektor zarejestrowat impuls, jego energia po przebyciu drogi L musi by¢ wigksza od Ey: Ey -10°L/10 > E,

CO Oznacza.
10 (P(l—\/l—n%—kn%)) @

< _ =
L= =" logw 26,5

3)

Dla szybkosci 1Gb/s, 1Mb/s, 1kb/s daje to odpowiednio L < 523, 2km, L < 2023km,L < 3523km

W celu zbadania dyspersji zauwazmy, ze na pokonanie danej odlegtos$ci L promien poruszajacy si¢ po prostej wzdiuz
osi $wiattowodu potrzebuje czasu t,,,;, = Ln1/c. Z kolei promieniem, ktéry potrzebuje najwigcej czasu na pokonanie
tej odlegtosci jest promien poruszajacy si¢ pod maksymalnym dopuszczalnym katem ¢, dla ktérego zachodzi jeszcze
catkowite wewnetrzne odbicie: cos¢ = na/ni, a odpowiadajacy mu czas ty,qy = Ln% /cna. Roéznica czaséw, a tym

samym poszerzenie impulsu wynosi wigc:
L
At:"l<”1—1>. (5)

C no

Powyzej pomingliSmy réznice czaséw dotarcia promieniowania ze Zrédta do Swiattowodu.
Warunek na to by impuls nie poszerzyt si¢ wigcej niz dwukrotnie przyjmuje postaé At < 1/S, co prowadzi do

ograniczenia na odlegtos¢:
cnoy

L<—+«—=
—Sm (m — TLQ)
co dla szybko$ci 1Gb/s, 1Mb/s, 1kb/s daje odpowiednio L < 19,8m, L < 19,8km, L < 19796km. Widzimy, ze
dla szybkosci 1Gb/s, 1Mb/s ograniczenie na odleglo$¢ pochodzi od dyspersji i wynosi odpowiednio L < 19,8m,

L <19,8km, natomiast dla szybkoSci 1kb/s ograniczenie pochodzi od ttumienia i wynosi: L < 3523km.

(6)






Rozwiazanie zadania 3

Zagadnienie jest analogiczne do zagadnienia elektrostatycznego, w ktérym wystgpuje jednorodnie natadowany pros-
toliniowy przewdd, zatem wykorzystamy znang z elektrostatyki metodg obrazéw.

Na granicy woda-ziemia zadamy, by temperatura byta stala. Mozna to osiagna¢ umieszczajac (formalnie) w wodzie
rurg bedaca odbiciem wzgledem tej granicy rury rzeczywistej. Strumiefi ciepta wyptywajacy z tej fikcyjnej rury
powinien by¢ réwny minus strumieniowi ciepta wyptywajacego z rury rzeczywistej (podobnie jak tadunek obrazowy
"wewnatrz" przewodnika jest rOwny minus tadunkowi rzeczywistemu).

Przez pozioma granice ziemia—powietrze ciepto nie przeptywa. W analogii elektrostatycznej oznacza to, ze nie wys-
tepuje sktadowa pola elektrycznego styczna do tej granicy. Taki efekt mozna osiagnaé umieszczajac "obrazowa" rure
ponad tg granica. Strumien ciepta wyptywajacy z tej rury powienien by¢ identyczny jak strumien ciepta wyptywa-
jacy z rury rzeczywistej. Analogiczng rurg "obrazowa" (odbicie "obrazu" znajdujacego si¢ w wodzie) powinni§my
umiesci¢ w powietrzu ponad woda. W sumie sytuacje okreSlajaca przeptyw ciepla i temperaturg w ziemi przedstawia
rysunek.

rura obrazowa
strumien ciepta=- d rura obrazowa
‘ < strumien ciepta = j
o .
powietrze

rura rzeczywista
strumien ciepta = j

t ziemia

Rura rzeczywista i rury "obrazowe"

Zatem ciepto w ziemi plynie tak, jakby w pozostatym obszarze, traktowanym tak, jakby to rowniez byta ziemia, byly
umieszczone jeszcze trzy rury.

Wyznaczmy teraz temperaturg ¢ w odlegtosci r od §rodka rury z ktdrej na jednostke dlugosci wyptywa strumien ciepta
J, przy zatozeniu, ze znajduje si¢ ona w jednorodnym osrodku o przewodnictwie cieplnym o i nie ma innych Zrédet
ciepta. Strumien ciepta ptynacy przez powierzchni¢ boczna wspétsrodkowego z rurg walca o promieniu r i dlugosci
AL jestréwny jAL , zatem zgodnie definicja przewodnictwa cieplnego (ponizej znak "-" uwzglednia, ze ze wzrostem

odlegtosci temperatura maleje)
At JAL  j 1

Ar~ So  o2mr
Przechodzac z Ar do 0 otrzymamy '
(Y=L
o 2mr
stad catkujac '
tHr) =to— 2 In—, 1)
2o 1o

gdzie tg i g sa statymi. Jest to wzdr analogiczny do wzoru na potencjat od nieskoriczonego drutu natadowanego na
jednostke dtugosci tadunkiem j.

Temperatura w dowolnym punkcie ziemi jest suma temperatur pochodzacych od rury rzeczywistej oraz rur obra-
zowych (podobnie jak potencjat elektryczny jest suma potencjaléw pochodzacych od kazdego tadunku). W punkcie
tuz pod powierzchnia ziemi, pionowo nad rzeczywista rura, otrzymujemy

T S 2424 i h2 + (2d)*
tp=—-t-In——_—LIn CD™ G b iy, ) + 4t )
2moc  ro 2no ) 2rc  rg 2mo 70




W punkcie na brzegu na glebokosci y otrzymujemy

j \/yh+d2 \/yh+d2
tb*— In

2wo
\/ y+h) +d2 \/ y+h)*+d2
+4tp. 3
Zatem 4ty = tp oraz
; Vh2 L 442 : 2
bty = L YA T (gL @)
To h 2ro h?

(Zauwazmy, ze gdybySmy przyjeli stale ¢g i o rézne dla ré6znych rur, powyzszy wynik nie ulegtby zmianie.)
Ostatecznie otrzymujemy

ty—1
j=2mo—2 " . (5)
In (1+48)
Podstawiajac wartoSci liczbowe otrzymamy
W
Jj~26 —. (6)
m

Temperatura gérnej krawedzi prawdziwej rury jest suma wktadéw od wszystkich czterech Zrédet ciepta

R, 1’+R2 j  2n—R \/4d2+(2h—113)2
tr =1ty — —1 In - In + In .

2mo 1o 27?0 70 2mo 70 2o 70
Dla dolnej krawedzi powinniSmy zastapi¢ w powyzszym wzorze 2h — R przez 2h+ R. Zgodnie z zalozeniami z tresci

zadania 2h — R =~ 2h — R ~ 2h, 4d? + R? ~ 4d?, zatem temperatura rury wynosi

Jj 2d Vd?+ h?
tr=tp+——[In—+In——— | . 7
bt 2wo ( R + h @
Uwzgledniajac nasz wynik na j otrzymujemy
t,—t 2d 1 d?
et 21 (18] ®
n(1+45) L R 2 h

(Pominigcie w powyzszym wzorze wyrazu %ln <1 + i—z) jest w naszym przypadku réwniez bardzo dobrym przy-
blizeniem.)
Podstawiajac wartoSci liczbowe otrzymamy

t, ~ 27 °C. (€))

Ta temperatura jest sporo nizsza od temperatury wody cieplowniczej, co zapewne oznacza, Ze W rozwazanym przy-
padku migdzy zewngtrzna powierzchnia rury, a jej czescia stykajaca si¢ z woda znajduje si¢ warstwa izolacji cieplne;j.



