
LVIII OLIMPIADA FIZYCZNA � ZAWODY III STOPNIA(Za ka»de z zada« mo»na otrzyma¢ 20 pkt.)Zadanie 1Jednorodna, ienko±ienna rura o promieniu R, dªu-go±i L i masie m jest wykonana z izolatora i naªa-dowana aªkowitym ªadunkiem q o staªej g�sto±i po-wierzhniowej. Rura tozy si� po poziomym stole,a aªy ukªad jest umieszzony w pionowym, jedno-rodnym polu magnetyznym o indukji B oraz w jed-norodnym polu grawitayjnym o nat�»eniu g (patrzrys.). Wspóªzynnik taria mi�dzy rur¡ a stoªem wy-nosi µ.
R

gB

Wyznaz maksymaln¡ warto±¢ pr�dko±i vmax, przyktórej rura tozy si� bez po±lizgu po stole, stykaj¡si� z nim w wi�ej ni» jednym punkie. Przedyskutujzale»no±¢ otrzymanego wyniku od L przy ustalonyhwarto±iah q/m, R, µ oraz g.Opisz jako±iowo zahowanie rury dla maªyh zasów
t > 0, je±li w hwili t = 0 rura tozy si� bez po±lizguz pr�dko±i¡ v > vmax.Zadanie 2Elektrownia geotermalna pobiera wod� o tempera-turze Tw z podziemnego zbiornika znajduj¡ego si�na gª�boko±i h. Ci±nienie wody w tym zbiornikujest równe pw. Woda odprowadzana jest do jeziorana powierzhni ziemi. Temperatura otozenia, w tymtemperatura wody w jeziorze wynosi T0, i±nienie oto-zenia jest równe p0 . Masa wody, jak¡ mo»na pobra¢w jednoste zasu, wynosi J.a) Jak¡ maksymaln¡ mo mo»e mie¢ ta elektrownia?b) Ile wynosiªaby ta maksymalna mo, gdyby wodabyªa wtªazana z powrotem do tego samego podziem-nego zbiornika?Przyjmij, »e iepªo wªa±iwe wody cw jest staªe orazpomi« jej ±i±liwo±¢ i rozszerzalno±¢ iepln¡.Podaj warto±i lizbowe przyjmuj¡ T0 = 280 K, Tw =
370 K, h = 2000 m, p0 = 105 Pa, pw = 2, 10 · 107 Pa,g�sto±¢ wody ρ = 103 kg/m3, iepªo wªa±iwe wody
cw = 4, 2 · 103 J/(kgK), przyspieszenie ziemskie g =
10 m/s2 oraz J = 100 kg/s.Zadanie 3.Rozpatrzmy p�tl� z drutu, obi¡»on¡ i�»arkiem omasie m (patrz rys.), znajduj¡¡ si� w otozeniu otemperaturze T0. Ko«e p�tli s¡ podª¡zone do na-pi�ia U .
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Gdy dªugo±¢ drutu wynosi l, a jego temperatura jestrówna T , to opór elektryzny p�tli jest równy R =
R0 [1 + G (l − l0) /l0 + aR (T − T0)], gdzie G, aR, R0,
l0 s¡ staªymi, natomiast siªa nai¡gu drutu wynosi
FN = k {l − l0 [1 + α (T − T0)]}, gdzie k jest staª¡spr�»ysto±i, a α � wspóªzynnikiem rozszerzalno±iliniowej. Wiadomo, »e w rozwa»anej sytuaji moieplna Pc odprowadzana z drutu do otozenia speªniazwi¡zek Pc = β ·(T − T0), gdzie β jest staª¡ dodatni¡.Pomijaj¡ pojemno±¢ iepln¡ drutu, wyznaz z�stot-liwo±¢ maªyh, pionowyh drga« i�»arka na p�tli.Podaj warto±¢ lizbow¡ tej z�stotliwo±i dla k =
5000 N/m, l0 = 1 m, m = 1 kg, U = 2 V, R0 = 2 Ω,
α = 1 · 10−5 K−1, β = 0, 01 W/K, aR = 5 · 10−3 K−1,
T0 = 300 K oraz G = 200.W rahunkah ograniz si� do wyrazów liniowyh wprzyrostah temperatury i dªugo±i drutu. Masa drutujest pomijalna w porównaniu z m.Informaja dodatkowa: zjawisko stosunkowo du»ej za-le»no±i oporu niektóryh materiaªów od ih odksztaª-enia jest wykorzystywane w zujnikah mierz¡yhsiªy (tzw. zujniki tensometryzne). W przypadku"zwykªyh" materiaªów typowa warto±¢ staªej G jestzbli»ona do 2.Wzory, które mog¡ by¢ przydatne

∫

xndx =
1

n + 1
xn+1 + const,

∫

1

x
dx = ln x + const,

∫

cos(x)dx = sin(x) + const,
∫

sin(x)dx = − cos(x) + const,

1

1 + x
≈ 1 − x, dla maªyh x.1



Rozwi¡zanie zadania 1.Ustalmy ukªad wspóªrz�dnyh tak, by jego ±rodek pokrywaª si� ze ±rodkiem masy rury, o± x byªa skierowanawzdªu» kierunku ruhu rury, o± y � pionowo gór� a o± z � wzdªu» osi rury. Oznaza to, »e ~B = B~ey,przyspieszenie ziemskie ~g = −g~ey. Gdy rura si� tozy, pr�dko±¢ jej maªego elementu okre±lonego (w danejhwili) wspóªrz�dnymi x, y, z, jest dana wzorem
~v = ~vCM + ~ω × ~r,gdzie ~vCM = vCM~ex jest pr�dko±i¡ ±rodka masy, ~ω = −ω~ez jest pr�dko±i¡ k¡tow¡ ruhu obrotowego wala,

~r = x~ex + y~ey + z~ez .Zgodnie z powy»szym mamy
vx = vCM + ωR cos α,

vy = −ωR sinα,gdzie α jest k¡tem jaki tworzy rzut ~r na pªaszzyzn� xy z osi¡ y (tzn. ~r = R (~ex sin α + ~ey cos α) + z~ez).Warunek braku po±lizgu oznaza
ω =

vCM
R

.Na nasz element dziaªa siªa Lorentza
∆~FL = ∆q~v × ~B,gdzie ∆q jest ªadunkiem rozpatrywanego elementu; je±li oznazymy przez ∆S pole tego elementu, to ∆q =

ρ∆S/ (2πRL). Uwzgl�dniaj¡ poprzednie wzory otrzymamy
∆~FL = ∆q (vCM + ωR cos α) B~ez. (1)Caªkowit¡ siª� Lorentza ~FL otrzymamy dodaj¡ przyzynki ∆~FL od ka»dego elementu rury. Otrzymamy

~FL = qBvCM~ez, (2)gdzie ρπR2L jest aªkowitym ªadunkiem. (W powy»szym wzorze na ~FL nie ma wyrazu proporjonalnego do
ω gdy» sumujemy po wszystkih α od 0 do 2π, a ωR cos α + ωR cos(α + π) = 0.)Aby wale nie ±lizgaª si� po stole, powy»sza siªa musi by¢ równowa»ona przez siª� taria, której maksymalnawarto±¢ wynosi µmg.Zatem musi by¢ speªniony warunek

qB |vCM| ≤ µmg, (3)zyli
|vCM| ≤ µmg

qB
, (4)Musimy jeszze rozwa»y¢ momenty siª dziaªaj¡e na rur�.Moment siªy Lorentza wzgl�dem osi x dziaªaj¡y na dany element rury jest równy

∆ML = y∆FL (5)
= R cos α∆q (vCM + ωR cos α) B, (6)przy zym ∆q = qR∆α∆L/ (2πRL). Zauwa»my, »e ze wzgl�du na symetri� wyra»enia na ∆~FL wzgl�dem osi

y (symetria w zmiennej α we wzorze (1)) moment tej siªy wzgl�dem osi y jest zerowy. Zerowy jest równie»moment siªy Lorentza wzgl�dem osi z gdy» ∆~FL jest proporjonalne do ~ez.Poniewa» ∆ML nie zale»y od L otrzymamy
ML =

q

2πRL

∫

2π

0

L R cos α · (vCM + ωr⊥ cos α) Bdα

=
q

2π
B

(

vCM ∫ 2π

0

cos αdα + ωR

∫

2π

0

cos2 αdα

)
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Poniewa» ∫ 2π

0
cos αdα = 0 oraz ∫ 2π

0
cos2 αdα = π (warto±¢ ±rednia funkji cos2 α w przedziale [0, 2π] jestrówna 1/2 � np. z wiedzy o pr¡dzie zmiennym), otrzymamy

~ML =
qBωR

2
~ex. (7)Moment ten stara si� obrói¢ wale wokóª osi x. Aby to nie nast¡piªo, musi on by¢ zrównowa»ony przezmoment siªy taria MT i moment siªy reakji podªo»a MR. Moment siªy taria wzgl�dem osi x wynosi

MT = RT = RqBvCM, (8)gdzie uwzgl�dnili±my, »e je±li wale si� nie ±lizga, to siªa taria T jest równa sile Lorentza FL. Siªa reakjirówni N jest równa o do warto±i i�»arowi wala mg, a maksymalna warto±¢ momentu tej siªy wzgl�demosi x odpowiada przypadkowi, gdy N jest przyªo»ona na ko«u rury:
MR max = N

L

2
=

mgL

2
.Poniewa» zwroty ML i MT s¡ zgodne, wale nie b�dzie si� obraaª wokóª osi x (zyli b�dzie si� stykaª zestoªem w wi�ej ni» jednym punkie) je±li speªniony b�dzie warunek

|ML + MT | ≤ MR max, (9)zyli, uwzgl�dniaj¡, »e ωR = vCM, gdy
∣
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∣
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∣

≤
mgL

2
.Oznaza to, »e powinien by¢ speªniony warunek

|vCM| ≤ 1

3

mgL

qRB
. (10)Uwzgl�dniaj¡ warunek (4), otrzymujemy, »e szukane vmax jest równe

vmax = min

(

µ
mg

qB
,

1

3

mg

qB

L

R

)

. (11)Gdy L jest mniejsze od 3µR maksymalna pr�dko±¢ jest proporjonalna do L zgodnie ze wzorem vmax = 1

3

mgL
qRBi jest okre±lona przez warunek nie przewraania si� rury. Gdy L ≥ 3µR, maksymalna pr�dko±¢ jest staªa irówna µmg

qB
. W tym drugim przypadku jest ona okre±lona przez warunek nie przesuwania si� rury wzdªu» osistyzno±i ze stoªem.To o si� b�dzie dziaªo z rur¡ w przypadku vCM > vmax zale»y od tego, z którym z rozwa»anyh powy»ejprzypadków mamy do zynienia. Gdy µmg

qB
< vCM ≤ 1

3

mg
qB

L
R

(zyli musi by¢ L > 3µR) siªa taria b�dzieza maªa, by zrównowa»y¢ siª� Lorentza i wale zaznie si� przesuwa¢ (±lizga¢) wzdªu» osi z. Gdy µmg
qB

≥

vCM > 1

3

mg
qB

L
R
(zyli musi by¢ L < 3µR)) podniesie si� on w gór� obraaj¡ wokóª osi równolegªej do osi x.Poniewa» jednak toz¡y si� wale ma niezerowy moment p�du wzdªu» osi z, w wyniku tego wale zazniesi� równie» obraa¢ wokóª pionowej osi przehodz¡ej przez punkt styzno±i wala z podªo»em - podobniejak obraaj¡y si� b¡k, którego o± nagle przehylimy. (Mo»na to wyja±ni¢ te» nast�puj¡o: wale ma pewienmoment p�du wzdªu» swojej osi. Po przehyleniu wala, ten moment p�du b�dzie miaª niezerow¡ skªadow¡pionow¡. A niezerowa pionowa skªadowa momentu p�du oznaza obrót wokóª pionowej osi.)Gdy vCM > 1

3

mg
qB

L
R
oraz vCM > µmg

qB
ruh wala b�dzie zªo»eniem opisanyh poprzednio ruhów.Rozwi¡zanie zadania 2.Rozwa»my porj� wody o masie m. Oblizmy, ile pray (energii elektryznej) mo»na uzyska¢ ohªadzaj¡j¡ od temperatury Tw do temperatury T0. Najwi�ksz¡ pra� mo»na uzyska¢ hªodz¡ j¡ przy u»yiu silnikaCarnota. Zaªó»my, »e w danym momenie temperatura tej porji wynosi T . Sprawno±¢ yklu Carnotaprauj¡ego mi�dzy temperaturami T i T0 wynosi 1 − T0/T , o oznaza, »e je±li z wody pobierzemy iepªo

∆Q̄w, to wykonana praa wyniesie
∆W =

(

1 −
T0

T

)

∆Q̄w. (12)3



Z drugiej strony w wyniku pobrania iepªa ∆Q̄w temperatura naszej porji wody spadnie do T + ∆T , gdzie
∆T = −

∆Q̄w

mcw
. (13)Zatem

∆W = −

(

1 −
T0

T

)

mcw∆T. (14)Caªkowit¡ pra� otrzymamy dodaj¡ przyzynki od wszystkih ∆T , o oznaza, »e
W = −

∫ To

Tw

(

1 −
T0

T

)

mcwdT (15)
= mcw

[

(Tw − T0) − T0 ln
Tw

T0

]

. (16)Przyjmuj¡ m = J∆t, gdzie ∆t jest zasem, w którym pobrali±my t� wod�, otrzymamy, »e mo Pc zwi¡zanaz pobieraniem iepªa wynosi
Pc =

W

∆t
= Jcw

[

(Tw − T0) − T0 ln
Tw

T0

]

. (17)W przypadku a) musimy doda¢ do tego jeszze zysto mehanizn¡ mo Pm jak¡ mo»emy uzyska¢ (lubmusimy zu»y¢) wydobywaj¡ wod� na powierzhni� (ªatwo jest j¡ oblizy¢ np. uwzgl�dniaj¡, »e ró»niai±nie« pw − p0 jest "równowa»na" ró»niy wysoko±i ∆h = (p − p0)/(ρg))
Pm = J(pw − p0)/ρ − Jgh. (18)Zatem maksymalna mo, jak¡ mo»e mie¢ taka elektrownia, w przypadku a) wynosi

Pa = J

{

cw

[

(Tw − T0) − T0 ln
Tw

T0

]

+ (pw − p0)/ρ − gh

}

. (19)W przypadku b) praa uzyskana do wydobyia wody na powierzhni� jest równa pray niezb�dnej do wtªo-zenia wody pod ziemi�, a zatem maksymalna mo w tym przypadku wynosi
Pb = Jcw

[

(Tw − T0) − T0 ln
Tw

T0

]

. (20)Podstawiaj¡ dane lizbowe dostaniemy
Pa ≈ 5, 1 · 106 W, (21)
Pb ≈ 5, 0 · 106 W. (22)Rozwi¡zanie zadania 3.Mo pr¡du elektryznego wyra»a si� wzorem Pel = U2/R, zatem

Pel =
U2

R0 [1 + G∆l/l0 + aR (T − T0)]
(23)

≈
U2

R0

[

1 − G
∆l

l0
− aR (T − T0)

]

, (24)gdzie ∆l = l − l0.Bilans ieplny drutu w przypadku, gdy pojemno±¢ ieplna drutu C jest niezerowa, wyra»a si� równaniem
C

dT

dt
= Pel − Pc =

U2

R
− β (T − T0) (25)

≈
U2

R0

[

1 − G
∆l

l0
− aR (T − T0)

]

≈
U2

R0

−
U2

R0

G

l0
∆l −

(

U2

R0

aR + β

)

(T − T0) (26)4



Wypadkowa siªa dziaªaj¡a na i�»arek jest równa 2FN −mg, a jego odlegªo±¢ od punktu zawieszania wynosi
l/2, zatem równanie ruhu i�»arka jest nast�puj¡e

m
d2

dt2
l

2
= −2k [l − l0 − αl0 (T − T0)] + mg. (27)Poniewa» pomijamy pojemno±¢ iepln¡ C równanie (26) sprowadza si� do postai

U2

R0

−
U2

R0

G

l0
∆l −

(

U2

R0

aR + β

)

(T − T0) = 0. (28)Je±li oznazymy przez x i θ odhylenia odpowiednio l i T od warto±i równowagowyh, to równania (27) i(28) sprowadz¡ si� do równa«
m

d2

dt2
x

2
= −2k (x − αl0θ) , (29)

0 = −
U2

R0

G

l0
x −

(

U2

R0

aR + β

)

θ. (30)Wyznazaj¡ θ z drugiego równania i wstawiaj¡ do pierwszego oraz mno»¡ obie strony równania przez 2dostajemy
m

d2

dt2
x = −4k

(

1 + α
U2

R0
G

U2

R0
aR + β

)

x. (31)Jest to równanie osylatora harmoniznego o masie m i staªej spr�»ysto±i kef = 4k

(

1 + a
U

2

R0
G

U2

R0
a+β

), zatemz�stotliwo±¢ drga« wynosi
f =

1

2π

√

√

√

√

(

1 + α
U2

R0
G

U2

R0
aR + β

)

4k

m
=

1

π

√

√

√

√

(

1 + α
G

aR + β/U2

R0

)

k

m
. (32)Zauwa»my, »e w przypadku U = 0 (lub α = 0 lub G = 0) otrzymaliby±my po prostu

f =
1

π

√

k

m
.Zatem uwzgl�dnienie rozwa»anyh efektów powoduje w przypadku α > 0 i G > 0 wzrost z�stotliwo±i �efektywnie wzrasta warto±¢ staªej spr�»ysto±i.Dla podanyh warto±i lizbowyh warto±¢ "poprawki" wynosi

α
G

aR + β/U2

R0

= 0, 2 , (33)natomiast z�stotliwo±¢ drga« z jej uwzgl�dnieniem jest równa
f ≈ 24, 7

1

s
. (34)Informaja dodatkowa: w przypadku C 6= 0 i przy dodatnih warto±iah parametrów amplituda drga« ro±niez zasem. Zatem nawet je±li poz¡tkowo x jest bliskie 0, po pewnym zasie drgania zazn¡ by¢ obserwowalne� mamy do zynienia z drganiami "samowzbudnymi". Ozywi±ie dla du»yh amplitud liniowe przybli»enieprzestaje by¢ uzasadnione, jednak rozpatrywany efekt musi by¢ uwzgl�dniany przy projektowaniu zujnikówsensometryznyh.
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