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Zadanie 1.

Gumka recepturka jest jednorodna, ma ksztalt petli,
mase m i dlugo$¢ swobodna 27rg. Przekroj gumki
jest prostokatem, ktérego boki sa znacznie krétsze od
ro; stosunek dlugosci krétszego i dhuzszego boku te-
go prostokata jest znacznie mniejszy od jednosci. To,
ze stala sprezystoéci gumki wynosi k oznacza, ze po
jej rozcieciu i wyprostowaniu sita o wartosci F' przy-
tozona wzdtuz gumki rozciaga te gumke o odcinek
dtugosci %

Gumke te umieszczono na stozku o kacie rozwar-
cia 2a, tak ze stykala sie ze stozkiem dluzszym bo-
kiem swojego przekroju, stale tym samym. Nastep-
nie gumke puszczono. Krzywa biegnaca wzdtuz gum-
ki przez Srodek jej przekroju tworzyla stale okrag le-
zacy w plaszczyznie prostopadlej do osi stozka. Pro-
mien tego okregu poczatkowo byt réwny r1, przy czym
1 > To.

Wyznacz odstep czasu At od momentu puszczenia
gumki do momentu, w ktérym bedzie tworzyla okrag
o promieniu rg. Wspédlczynnik tarcia gumki o stozek
wynosi u, przy czym tga > p. Grawitacje nalezy po-
minad.

Zadanie 2.

Rys. do zad. 2.: tasma przed zagieciem, z zaznaczonymi
liniami zagiecia. Zaznaczony jest rowniez kierunek
przeptywu pradu.

Taéma przewodzaca sktada sie z wielu identycznych,
rownolegtych, izolowanych przewoddéw. Szerokosé w
tej tasmy jest znacznie wieksza od jej gruboéci, a od-
legto$¢ miedzy sasiednimi przewodami i grubosé izo-
lacji mozna pominaé.

Tasme te zagieto pod katem 180° wzdluz prostej two-
rzacej kat 60° z kierunkiem przewodéw. Nastepnie za-
gieto ja w przeciwng strone pod katem 180° wzdluz
prostej tworzacej kat 60° z kierunkiem przewodow
i powtarzano te czynnos¢ w sumie 3n — 1 razy. Od-
legloéé miedzy zagieciami jest taka, ze kazdy plaski
fragment miedzy zagieciami tworzy tréjkat réwno-
boczny, zwany dalej plytka. Koncowe fragmenty ta-
$my ucieto, tak by na poczatku i na koncu réwniez
powstaly tréjkaty rownoboczne. W efekcie powstat
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Za kazde zadanie mozna otrzyma¢ maksymalnie 20 punktow.

uktad 3n rownolegtych fragmentéw w ksztalcie tréjka-
ta réwnobocznego (plytek) o wysokosci w. Odlegtosé
miedzy sasiednimi plytkami wynosi d (d < w).
Konce tasmy polaczono z przewodami zasilajacymi
tak, ze przez kazdy przewdd tworzacy tasme plynie
prad o tym samym natezeniu, tzn. przez kazda ptytke
plynie prad o jednorodnej gestoéci. Catkowite nateze-
nie pradu jest roéwne I.

Wyznacz site elektrodynamiczna, jaka dziala na kaz-
da z plytek. Pomin wplyw pola magnetycznego po-
chodzacego od przewoddow zasilajacych. Przenikalnosé
magnetyczna izolacji przewodow oraz przenikalno$é
magnetyczng powietrza przyjmij rowng przenikalno-
$ci magnetycznej prézni .

Zadanie 3.

>
>

..................

Rys. do zad. 3.: kula z wydrazeniem oraz powiekszenie
srodkowego fragmentu.

W planecie bedacej jednorodna kula o gestosci p i pro-
mieniu R wywiercono tunel w ksztalcie walca o pro-
mieniu r, gdzie r < R. O§ tunelu przechodzi przez
srodek planety — patrz rysunek.

Oznaczmy przez A punkt lezacy na $Scianie tunelu
w potowie jego dtugosci, przez B — punkt w Srodku
planety, a przez C — przeciwlegty do A punkt na $écia-
nie tunelu (punkty A, B i C leza na jednej prostej).
a) Oznaczmy przez vopa predkosé poczatkowa male-
go ciata wystrzelonego z punktu B w kierunku punktu
A. Podaj maksymalny przedzial predkosci poczatko-
wych, do jakiego vgpa musi nalezeé, aby to cialo do-
tarto do punktu A w skonczonym czasie.

b) Oznaczmy przez voac predkosé poczatkowa mate-
go ciala wystrzelonego z punktu A w kierunku punktu
C. Podaj maksymalny przedziat predkosci poczatko-
wych, do jakiego vgac musi nalezeé, aby to cialo do-
tarto do punktu C w skonczonym czasie.

Planeta jest nieruchoma.



Informacje, ktére moga by¢ przydatne

1. Prawo Gaussa

Dla pola elektrycznego Ew prézni, pola (przyspieszenia) grawitacyjnego 4 oraz wektora indukcji pola magne-
tycznego B catkowity strumien P, danego pola przez powierzchnie zamknieta jest rowny

%Q dla pola elektrycznego,
Dotk = ¢ —4nG - M dla pola grawitacyjnego,
0 dla pola magnetycznego.

gdzie @) jest calkowitym tadunkiem elektrycznym zawartym wewnatrz rozwazanej powierzchni, M — calkowita
masa zawarta wewnatrz rozwazanej powierzchni, €9 — przenikalnoscia elektryczna prézni, G — uniwersalna stata
grawitacyjna.

g0 = 8,85-10712F/m, G = 6,67 - 107! N-m? /kg?.

2. Indukcja pola magnetycznego pochodzacego od pradu plynacego w ptaszczyznie
Jesli w plaszezyznie z = 0 plynie wzdtuz osi x, zgodnie z jej zwrotem, prad o stalej gestosci liniowej j, to
sktadowe wektora indukcji pola magnetycznego pochodzacego od tego pradu sa rowne

1 1
By:—i,uoj dla z > 0, By=+§uoj dla z < 0,
B,=B,=0.

Gestos¢ liniowa pradu pltynacego w plaszczyznie to natezenie I pradu ptynacego w pasku o szerokosci a podzielone
przez te szeroko$é, tzn. j = I /a.

Powyzsze wzory wynikaja z przedstawionego ponizej (w uproszczonej postaci) prawa Ampere’a

Prawo Ampeéere’a

Krazeniem £p wektora indukcji pola magnetycznego B po lamanej zamknietej W nazywamy wielkosé

N
Ep = Zék - Aly,

k=1

gdzie Alj, odpowiadaja kolejnym odcinkom tamanej W, a By, jest srednim wektorem indukcji pola magnetycznego na
odcinku Alg.

W prézni zgodnie z prawem Ampere’a krazenie Eg wektora indukeji pola magnetycznego B po lamanej zamknietej W jest
réowne calkowitemu natezeniu pradu I przeptywajacego przez powierzchnie S, ktérej brzegiem jest tamana W, pomnozonemu
przez przenikalno$¢ magnetyczna prézni po:

&g = pol.



Rozwiazanie zadania 1.
Rozwazmy maly fragment gumki, ktéry gdy nie jest ona napieta, ma dtugosé Al. Masa Am tego fragmentu jest
réwna

A — Al
21rg

(1)

Gdy promien gumki wynosi 7, sila jej napiecia jest réwna N = 27 (r — rg) k, a dlugo$é rozpatrywanego
fragmentu jest réwna Al' = Al % 7 symetrii wynika, ze wypadkowa sila dzialajaca na rozpatrywany fragment
gumki jest skierowana do $rodka okregu, ktéry tworzy gumka. Ta sita (przy ustalonym r) jest proporcjonalna do
Al' i mozemy ja zapisaé jako pAl’, gdzie p zalezy od napiecia i promienia gumki. Aby zwickszy¢ o Ar promien
okregu, jaki tworzy gumka, trzeba wykonaé prace 2wrpAr. Z drugiej strony przy takim zwiekszeniu promienia,
dhugosé gumki zwiekszy sie o 2w Ar, a zatem jej energia sprezysto$ci wzrosnie o 2w Ar-N. Z zasady zachowania
energii mamy

2nrpAr = 2nAr-N, (2)

skad wynika, ze rp = N, czyli ze
2 (r—1ro) k
p= 7( 0) . (3)

r

Dziatajaca na rozwazany fragment sita wywolana napieciem gumki jest prostopadta do osi stozka i ma wartosé

o (r — 1) k
fr = pAll = AZW(TTOTO). (4)

Poniewaz pomijamy grawitacje, sita nacisku tego fragmentu gumki na stozek wynosi

2 (1 —
fo= frcosa = Alw Ccos Q. (5)
0

Zakltadajac, ze sita tarcia dziatajaca na rozwazany fragment gumki jest maksymalng sita tarcia, wynosi ona
wfn. Zatem wzdluz tworzacej stozka na ten fragment dziala sita

2w (r —ro) k

(sina — pcosa) |, (6)
To

fs=—fesina+pf, = Al |-

b

gdzie znak ,,—” oznacza zwrot w kierunku wierzchotka stozka, a znak ,+” oznacza zwrot przeciwny.

Réwnanie ruchu rozwazanego matego fragmentu gumki wzdtuz tworzacej stozka ma postaé
Am - a = fs, (7)

czyli
Al e — —AZQW (r—mro)k
27rg T0

(sinav — pcosav) . (8)

Powyzsze réwnanie jest zgodne z tym, ze dla r = rp mamy stan réwnowagi.

Zawazmy, ze warunek tga > u oznacza, ze zachodzi sina — pcosa > 0, tzn. ze pochodzaca od napiecia
gumki sita Sciggajaca ja ze stozka jest wieksza niz przeciwstawiajaca sie temu sita tarcia.
Ar

sin

Zmiana promienia o Ar odpowiada przesunieciu Ax = wzdluz tworzacej stozka. Réwnanie (8) mozemy
zatem zapisaé jako:

ma = —4r?k (sina — pcos ) sina - 9)

gdzie x = o— (r — o) opisuje polozenie gumki wzdtuz tworzacej stozka. Jest to réwnanie identyczne z réwnaniem
ruchu pod wplywem sity sprezystej ze stala sprezystosci réwna

s = 412k (sina — pcos ) sina, (10)

a wiec jest to réwnanie oscylatora harmonicznego o okresie drgan

m
T = . 11
\/k (sina — pcos ) sin « (11)




W rozwazanej chwili poczatkowej predko$é gumki jest réwna zeru, a w rozwazanej chwili konicowej napiecie
nici jest réwne zeru. Zatem szukany odstep czasu jest rowny T'/4, czyli

At = 1\/ m (12)

k(sina — pcosa)sina’

Punktacja zadania T1

Skierowana do $rodka sita dzialajaca na jednostke dlugosci gumki (wzér (3)), wraz z wyprowadzeniem —
2 pkt.

Sita nacisku fragmentu gumki na stozek (wzér (5) lub réwnowazny) — 2 pkt.
Styczna do stozka sila dzialajaca na fragment gumki (wzér (6) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Réwnanie ruchu we wspélrzednej ry, = 7 — 19 (wz6ér (9)) lub réwnanie réwnowazne oraz zauwazenie, ze jest
to rownanie ruchu oscylatora harmonicznego — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzér (12)) — 2 pkt.



Rozwiazanie zadania 2.

Nad i pod dana ptytka, w odlegtosci od niej znacznie mniejszej od w i z dala od jej brzegdéw, pole magnetyczne
jest réwne polu nieskonczonej, plaskiej plyty, przez ktéra plynie jednorodny prad o gestosci liniowej j = I/w.
Oznaczmy przez €,— jednostkowy wektor prostopadty do ptytek, o zwrocie od pierwszej do ostatniej, przez jk —
wektor gestosci 11I110WQ] pradu ptynacego przez plytke k, a przez Bk mdukqg pola magnetycznego nad ta ptytka
pochodzaca od pradu ji. Zgodnie z konstrukcja z tresci zadania wektory ji i jr11 tworzg ze soba kat 120°. Mamy
tez

=J, (13)
(14)
Zgodnie z uwaga dotyczaca wnioskéw z prawa Ampere’a pole By jest prostopadte do jk i jest réwnoleglte do

plytek:
.k: X é;. (15)

Rys. do rozw. zad. 2.: Widok z gory trzech pierwszych ptytek, z zaznaczonymi pradami i polami
magnetycznymi nad tymi plytkami. Pogrubiona linia ciggla zaznaczono bok, wzdluz ktorego tacza sie ptytki 1 i
2 (gorna i srodkowa), a linia przerywana — bok, wzdluz ktérego tacza sie plytki 2 i 3 (Srodkowa i dolna).

Konsekwencja rownosci (14) i (15) jest
ék + §k+1 + §k+2 =0. (16)

Oznacza to, ze pole magnetyczne pochodzace od trzech kolejnych plytek jest nad tymi plytkami réwne 0.
Poniewaz pole wytwarzane przez prad ptynacy w danej ptytce ma pod ta plytka zwrot przeciwny niz pole nad
ta ptytka, w podobny sposéb otrzymujemy, ze pole od trzech kolejnych ptytek jest pod nimi réwne 0. Zatem
pole magnetyczne nie wydostaje sie poza uklad trzech ptytek i spoéréd 3n plytek kazde trzy kolejne mozemy
traktowaé niezaleznie.

Trzecia ptytka znajduje sie w polu magnetycznym wytworzonym przez dwie pierwsze, czyli o indukcji réwnej

El + ég = —§3 = —% jg X €. (17)

Zauwazmy, ze zwykly wzér na sﬂg elektrodynamlczn@ F IL x B mozna przepisa¢ w przypadku, gdy prad
plynie w tasmie o szerokosci a jako F =aL- J X B gdzie ] jest wektorem gestosci liniowej pradu. Oznacza to,
ze sita na jednostke powierzchni tasmy wynosi

— -

f=jxB. (18)

Zatem na trzecia plytke dziala sila elektrodynamiczna

ﬁg =s jg X (él + §2> (19)
= s jax (Faxe) (20)

. _ V3
= 3M20]26 = ?,uoﬂ . (21)

3



gdzie s = ?wQ jest polem powierzchni ptytki.

Zauwazmy, ze wartosé sity ﬁg tatwo jest wyznaczyé¢ zauwazajac, ze 53 jest prostopadle do §3, a zatem
;=55 ‘B"g,‘ = 5%]’2. Zauwazmy tez, ze prad w trzeciej plytce efektywnie oddziatuje z sumarycznym pradem od
ptytek 11 2, ktéry ma zwrot przeciwny do 53, a zatem trzecia ptytka jest odpychana od pierwszej i drugiej.

Podobnie otrzymujemy, ze na pierwsza plytke dziala sita

2
= . V3ol
= —spo € = —?,uOIQeZ. (22)

Druga plytka jest powyzej pierwszej a ponizej drugiej, zatem znajduje sie w polu o indukcji magnetycznej
B1 — B3. Zauwazmy, ze

(él—ég) By= By -By— B3 By =
S 12
= ‘Bl‘ (cos 120° — cos 120°) = 0,
czyli B, — By jest prostopadle do B. Pomewaz By jest prostopadle do ]2, a Bl, BQ, Bg, 32 leza w jednej
plaszczyznie, zatem By — Bg jest rownolegte do jQ, To oznacza, ze sita elektrodynamiczna dziatajaca na druga

plytke (patrz wzér (18)) jest réwna zero
Fy=0. (23)

Gdyby nie zachodzito Fy = 0, to mlehbysmy sprzecznosc z 111 zasada dynamlkl Newtona — na nasz uktad
trzech ptytek nie dziala sita zewnetrzna, zatem Fy+ Fy + F3 =0, a jak ustalilismy F = —F3

Podsumowujac, sila elektrodynamiczna dziatajaca na plytke k jest réwna

—?MOIQQZ, gdy k =3m+1, (24)
0, gdy k = 3m + 2, (25)

3
o, gy k= 3m+3, (26)

gdzie m jest nieujemng liczbg catkowita, a €, — wektorem jednostkowym od pierwszej ptytki do ostatniej, pro-

stopadlym do tych ptytek. Powyzsze oznacza, ze w kazdej tréjce plytek pierwsza i trzecia sie odpychaja, a na
druga nie dziala sita elektrodynamiczna.

Punktacja zadania T2

Zauwazenie, ze pole magnetyczne pod oraz nad ptytka, w bliskiej od niej odleglodci jest polem od nieskoniczo-
nej plaszczyzny w ktorej ptynie prad o jednorodnej gestosci liniowej oraz wykorzystanie zwiazku miedzy pradem
plynacym w plytce a wytwarzanym przez ten prad polem (wzér (15) wraz z j = I /w lub réwnowazne) — 1 pkt.

Zauwazenie, ze wektory gestosci liniowej pradéw (lub po prostu kierunki przeplywu pradéw) w sasiednich
plytkach tworza ze soba kat 120° — 1 pkt.

Zauwazenie, ze wypadkowe pole magnetyczne pochodzace od pradéw plynacych w trzech kolejnych ptytkach
jest rowne 0 — 1 pkt.

Zauwazenie, ze grupy kolejnych trzech plytek mozna traktowacé niezaleznie — 1 pkt.
Wzér na site elektrodynamiczna na jednostke powierzchni (wzér (18) lub réwnowazny) — 1 pkt.

Sita dzialajaca na trzecia (lub pierwsza jesli najpierw rozwazono pierwsza) plytke (wzoér (21) lub réwnowazny
wraz z prawidlowo okreslonym zwrotem) — 2 pkt.

Sita dzialajaca na pierwsza (lub trzecia) plytke (wzér (22) lub réwnowazny wraz z prawidlowo okreslonym
zwrotem) — 1 pkt.

Sita dzialajaca na $rodkowa plytke (wzoér (23)) — 1 pkt.
Wynik podsumowujacy dla uktadu wszystkich ptytek (wzory (24-26) lub réwnowazne) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania 3.

Pole grawitacyjne rozpatrywanego uktadu jest rowne sumie pol pochodzacych od jednorodnej kuli o gestosci p i
promieniu R oraz walca o gestoéci —p i promieniu r Te pola wyznaczymy z grawitacyjnej wersji prawa Gaussa.

Pole grawitacyjne wewnatrz jednorodnej kuli o gestosci p.

Ze wzgledu na symetrie pole grawitacyjne vk wewnatrz kuli jest skierowane radialnie i zalezy tylko od odle-
glosci od jej srodka. Rozwazmy sfere o promieniu y, gdzie y < R. Strumien pola grawitacyjnego przechodzacego
przez te sfere jest rowny 47ry27k(y). Masa zawarta wewnatrz tej sfery to %wy?’p, zatem mamy

4
dmy? - w(y) = —47TG§7ry3p, (27)

gdzie G jest uniwersalng stata grawitacyjna.

7 powyzszego wzoru otrzymujemy, ze zalezno$¢ pola grawitacyjnego kuli od odleglosci y od jej érodka jest
dana wzorem

(y) = —gﬂpr (28)

Znak ,—” w powyzszym wzorze oznacza, ze pole to ma zwrot do srodka kuli.

Pole grawitacyjne vy wewnatrz jednorodnego walca o gestodci —p.

Poniewaz interesuje nas pole w okolicy srodka walca, a r < R, do celéw naszych wyprowadzeh mozemy
przyjaé, ze walec jest nieskonczony. Dla takiego walca, ze wzgledu na symetrie, pole grawitacyjne jest prostopadte
do osi walca i zalezy tylko od odleglosci od tej osi. Rozwazmy wspoétosiowa z naszym walcem powierzchnie walcowsa,
o promieniu y, (y < r) i dlugosci [. Strumien pola grawitacyjnego przechodzacego przez te powierzchnie jest réwny
21yl (y). Masa zawarta wewnatrz tej powierzchni to 7y?l - (—p), zatem mamy

21yl (y) = —4nGryl- (—p) (29)

a stad
Yw(y) = 27Gpy. (30)

Pole jest skierowane od osi walca (znak plus), gdyz ma on ujemna mase.

W plaszczyznie prostopadlej do osi walca i przechodzacej przez $rodek kuli wektory pdl grawitacyjnych od
walca oraz od osi sg do siebie rownolegte. Wypadkowe pole jest réwne

YY) = 1 (y) + 1w (y) (31)
= %Wpr. (32)

Zauwazmy , ze dla y > 0 (i oczywiscie y < r) pole to wypycha obiekty w strone brzegu tunelu.

Zatem w przypadku a) predko$é musi by¢ wigksza od 0 (zauwazmy, ze jesli jest ona réwna 0 to cialo jest w
réwnowadze, a zatem nie zacznie sie poruszaé; jest to jednak réwnowaga nietrwala). Zatem szukanym przedzialem

jest przedzial lewostronnie otwarty
(0, 00). (33)

W przypadku b) na cialo o masie m dziala sila liniowo zalezna od odleglosci od Srodka kuli, zatem aby sie
tam dostaé, trzeba wykonaé prace %m%wG pr?. Ta praca nie moze byé wieksza od poczatkowej energii kinetycznej
tego ciata rownej %va. Zatem mamy

1 2 1
§m§7err2 < 57711)2,
a stad
2rG
> 773 Pr. (34)

Jedli ciato dotrze do érodka, to zgodnie z punktem a) musi mieé¢ niezerowa predkosé, aby dolecie¢ do prze-
ciwleglego brzegu tunelu. Zatem w przypadku b) predko$é poczatkowa ciata musi spelnia¢ warunek

2nGp

3
)

v >

T, (35)



czyli szukanym przedziatem jest przedzial lewostronnie otwarty

2nGp
( 3 " oo) . (36)

Zauwazmy, ze brak gérnego ograniczenia predkosci jest wynikiem czysto teoretycznym w ramach przyblizenia
nierelatywistycznego. W rzeczywistosci predkosci cial musza by¢ mniejsze od predkosci swiatta.

Punktacja zadania T3

Zauwazenie, ze pole grawitacyjne w poblizu srodka kuli mozna traktowaé jako sume pdl pochodzacych od
jednorodnej kuli o gestoéci p oraz nieskonczonego walca o gestoéci —p lub podejscie rownowazne — 2 pkt.

Pole grawitacyjne wewnatrz jednorodnej kuli (wzér (28) lub réwnowazny) wraz z wyprowadzeniem — 1 pkt.

Pole grawitacyjne wewnatrz jednorodnego walca (wzér (30) lub réwnowazny) wraz z wyprowadzeniem —
2 pkt.

Pole grawitacyjne wewnatrz tunelu w rozpatrywanej w zadaniu plaszczyznie (wzér (32)) wraz zauwazeniem,
ze jest to pole odpychajace od srodka — 2 pkt.

Warunek v > 0 na predkosé poczatkowa w przypadku a) — 1 pkt.
Warunek na predkosé w przypadku b) ((wzér (35) lub réwnowazny) — 2 pkt.



