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Zadanie 1

Baron Miinchhausen postanowit wznie$¢ sie jak naj-
wyzej wykorzystujac armatke wystrzeliwujaca piono-
wo w gbre pocisk o masie m z predkoscia vg. Baron
trzyma w rekach kolowrotek z czeSciowo nawinieta
nierozciggliwa, wiotka, niewazka ling, ktérej drugi ko-
niec jest przymocowany do pocisku. Kolowrotek ma
wbudowany hamulec powodujacy, ze w trakcie rozwi-
jania liny jej naprezenie wynosi Ny (gdy naprezenie
jest mniejsze od Ny lina sie nie rozwija, a dtugo$é roz-
winietej czesci pozostaje stata). Poczatkowa dlugosé
rozwinietej czesci liny wynosi ly. Barona potraktuj ja-
ko bryte sztywna o masie M.

Na jakg maksymalng wysoko$¢ wzniesie sie baron, za-
ktadajac, ze catkowita dtugosé liny jest wystarczajaco
duza. Dodatkowo wyznacz ciepto, jakie wydzieli si¢ na
kotowrotku w trakcie wznoszenia sie barona.

Pomin rozmiary liniowe barona, armatki i pocisku
oraz opér powietrza. Przyspieszenie ziemskie wynosi
g. Poczatkowo baron znajduje sie tuz obok armatki;
zaktadamy, ze pocisk nie uderza w niego.

Podaj wyniki liczbowe dla m = 10 kg, M = 80 kg,
lo = 5 m, vg = 200 m/s, Ny = 8000 N. Przyjmij
g=9,81 m/s%

Zadanie 2

Wykonana z przewodnika o opornosci na jednost-
ke dlugosci A, sztywna ramka w ksztalcie kwadratu
o wierzchotkach OPRS i boku dtugoéci a znajduje sie
w prostopadlym do jej powierzchni zewnetrznym, sta-
lym polu magnetycznym o indukcji B. Ramka styka
sie z prostoliniowym przewodnikiem (pretem) o diu-
gosci 2a, o opornosci na jednostke dlugosci réwniez
A. Jeden koniec preta jest zamocowany przegubowo
w rogu ramki O, a punkt styku preta z ramka przesu-
wa sie po boku RP z predkoécia v, w kierunku wierz-
chotka P, patrz rysunek.
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Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ maksymalnie 20 punktow.

Rozwazajac chwile, gdy punkt styku preta z ramka
znajduje sie w odleglosci x od wierzchotka P, wy-
ZNnacz:

a) natezenie pradu plynacego przez cze$¢ preta
znajdujaca si¢ wewnatrz ramki;

b) moc niezbedna do obracania preta.

Pomin pole magnetyczne pochodzace od pradéw ply-
nacych w rozwazanym obwodzie i opory elektryczne
w miejscach styku preta z ramka. Pomin tez mase
preta oraz tarcie i inne opory mechaniczne.

Zadanie 3

Rozwazmy uproszczony model efektu cieplarnianego.
Planeta o promieniu r krazy po kolowej orbicie o pro-
mieniu R > r wokol gwiazdy o promieniu znacz-
nie mniejszym od R, emitujacej izotropowo (tzn. jed-
nakowo we wszystkich kierunkach) promieniowanie
o calkowitej mocy P,. Atmosfere planety modelujemy
poprzez n cienkich, sferycznych powtok termicznych
(nazywanych w astrofizyce ,szklanymi”), wspo6tsrod-
kowych z planeta, patrz rysunek (proporcje nie sa za-
chowane).

Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1. Promieniowanie planety, powlok oraz gwiazd
)
jest promieniowaniem ciala doskonale czarnego.

2. Gwiazda jest znaczaco bardziej goraca, niz po-
wloki oraz planeta, co jest uwzglednione w na-
stepnym punkcie.

3. Powloki sa catkowicie przezroczyste dla promie-
niowania wysylanego przez gwiazde (w wiekszo-
sci widzialnego), a jednoczesnie catkowicie ab-
sorbuja promieniowanie (w wiekszosci podczer-
wone) wysylane przez sasiednie powloki, oraz —



w przypadku pierwszej powloki — przez plane-
te. Powloki sa rowniez catkowicie przezroczyste
dla promieniowania gwiazdy odbitego od plane-
ty (odbicie zachodzi bez zmiany dlugosci fali).

. Planeta catkowicie absorbuje promieniowanie
(w wiekszoéci podczerwone) pochodzace od
znajdujacej sie nad nia powloki, natomiast od-
bija ulamek A promieniowania (w wiekszosci
widzialnego) pochodzacego od gwiazdy. Reszte
promieniowania pochodzacego od gwiazdy pla-
neta absorbuje.

. Planeta oraz powloki idealnie przewodza cie-
plo. Przestrzenie miedzy poszczegdlnymi sfera-
mi i miedzy wewnetrzng sferg a planeta nie prze-

wodzg ciepla.

6. Powtoki znajduja sie bardzo blisko siebie i bli-
sko planety — odlegtoéé miedzy gérna powloka
a powierzchnia planety jest zaniedbywalnie ma-
ta w poréwnaniu z promieniem planety.

Wyznacz ogdlny wzoér na réwnowagows temperature
planety.

Podaj wynik liczbowy dla P, = 3,8 - 102 W, r =
6-10° m, R =10" m, n =120, A =0.8.

Moc promieniowania emitowanego przez powierzchnie
S ciala doskonale czarnego o temperaturze T wynosi
P = ¢8T*, gdzie 0 = 5,67 - 1078 W/(m? K*) jest
stala Stefana-Boltzmanna.
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Rozwigzanie zadania 1
Po osiggnieciu przez pocisk wysokosci [y lina zostaje napieta, a sita naprezenia podrywa barona
do géry, jednocze$nie spowalniajac wznoszenie sie pocisku.

Predkos¢ pocisku v tuz przed osiagnieciem wysokosci lp mozna wyznaczy¢ z zasady zachowania
energii

1mvg = mgly + 1mvf, (1)
2 2
zatem
v = \/vg — 2gl. (2)
Oczywiscie jesli
US < 29[0, (3>

to baron sie nie wzniesie, gdyz lina nie zostanie naprezona — pocisk wzniesie si¢ tylko na wysokosé
mniejsza od [y (réwna v /(2g)).

Po naprezeniu liny, na barona dzialta lina oraz grawitacja; sita wypadkowa jest rowna

FlB:NO_Mg- (4)

Poniewaz ta sita jest stala, predkos¢ vg oraz wysokos$¢ yg barona w zaleznosci od czasu t sa dane
wzorami

w o= (Ge-g)t—t), )
yp = ;(]]\\;)—g> (t—t)", (6)

gdzie t; jest chwila, gdy pocisk osiagnie wysokos¢ [y.

Na pocisk réwniez dziata sita napiecia liny oraz sita grawitacji, maja one zgodne zwroty; sita
wypadkowa jest rowna
Flp = —N() —mg. (7)

Predkosci vp oraz wysoko$¢ yp pocisku w zaleznosci od czasu t sg dane wzorami

w o= n—(T24g) (- n), ®

(T2 +g) (-t )

DN | —

yp = lo‘l’Ul(t—tl)—
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Lina bedzie si¢ rozwijata z kotowrotka, a zatem naprezenie nici bedzie niezerowe do momentu
gdy predkosci barona oraz pocisku si¢ zréwnaja. Nastapi to w chwili ¢y spetniajacej warunek
vp(te) = vp(ta), czyli

Stad
ty—t; = NO/MjS Nofm (11)

Zauwazmy, ze w powyzszym wzorze wielko$¢ w mianowniku odpowiada wzglednemu przyspie-
szeniu barona i pocisku, réwnemu Ny /pu, gdzie p = Mm/(M + m) jest tzw. masa zredukowana.

W chwili ¢ baron znajduje sie na wysokosci ygo ré6wnej

me = 5 (30— 9) (-t - (12

_ 1<N0_ ) v
2\ Y N M + Um)Y

a jego predko$¢ wynosi

(3 ) st 13
vge = | — — .
B2=\ 0 " Y) Ny (UM + 1/m)
W tym samym momencie pocisk znajduje sie na wysokosci
1 /N
Yp2 = lo -+ U1 (tg — tl) — 5 (Tn(,) + g) <t2 — t1)2 = (14)

2 <N0(1/M+1/m)—;(]:§+g)).

+ i
N2 (1/M +1/m)?

=

Dla t > t; na barona dziata tylko sita grawitacji, czyli porusza si¢ on z przyspieszeniem réwnym
—g. Maksymalna wysoko$¢ baron osiagnie, gdy jego predkos¢ bedzie réwna 0, czyli w chwili ¢5
speliajacej warunek

t—ty = 2= (15)
NO (%]
- <M _9) aNo (/M + 1/m)’ (16)

Ostatecznie zatem maksymalna wysoko$¢, na jaka wzniesie sie baron, jest rowna

1
Ymax = YB2 + Upa(t3 —t2) — 29 (t5 — t2)2 = (17)

- ; (]J\V40 N g) N3 (1/1\;%+ tmy? ; (J]\V; - g>2 gNg (1/1\31 1/m)” 1

1 /Ny v% Ny
- Q(M_g> Nz (1/M +1/m)* M (19)
Ny (N vE — 2¢ly
< )N3(1/M+1/m)2'
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przy czym jest ona osiagana tylko, jedli sa spetnione warunki v3 > 2gly oraz Ny > Mg; w prze-
ciwnym razie Ymax = 0 m.

Dla m =10 kg, M = 80 kg, Iy = 5 m, vg = 200 m/s, Ny = 8000 N otrzymamy

Ymax = 22,6 m, (21)

Cieplo wydzielano w trakcie podciggania barona jest rowne sile hamujacej line (czyli naprezeniu
liny) pomnozonej przez wydluzenie nienawinietej jej czesci, czyli

Q = No((yp2 —ys2) —lo) = (22)
_lw 23)
O 21/M +1/m’ (

Wydluzenie Al nienawinietej czesci liny mozna tez wyznaczy¢ zauwazajac, ze w chwili 1 predkosé
wzgledna pocisku i barona wynosi vy, przyspieszenie wzgledne jest réwne N (1/M +1/m) a
to — t1 jest dane wzorem (11). Otrzymamy

Al = vl(tz—tl)—NO(l/MH/m)

2
_ vl
2Ny (1/M +1/m)’
Zatem znowu
L (24)
21/M +1/m’

Zauwazmy, ze jest to energia ruchu wzglednego pocisku i barona w chwili £; — poniewaz koncowa
predkosé¢ ruchu wzglednego jest rowna 0, calta ta energia jest zamieniana na ciepto.

Dla podanych danych liczbowych otrzymujemy

Q =177 kJ. (25)

Energia kinetyczna wystrzelonego pocisku wynosi

1
imvg = 200 kJ,

zatem wickszos¢ z tej energii jest zamieniana na ciepto, a nie na wzniesienie barona.

Punktacja zadania 1.

Warunek pozwalajacy wyznaczy¢ predkosé pocisku tuz przed naprezeniem liny (wzor

(1) lub réwnowazny — wraz z uzasadnieniem) . ..............o.eiiiiiieneneananan .. 1 pkt
Opis sytuacji zachodzacej po pelnym naprezeniu liny oraz wypadkowe sity dziatajace

na barona oraz pocisk (wzory (4), (7) lub réwnowazne) ................. .. ... 1 pkt
Warunek zakonczenia wydtuzania rozwinietej czesci liny (wzér (10) lub réwnowazny
wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem) ............ ... .. i 1 pkt
Predkosé¢ barona w chwili t5 (wzér (13) lub réwnowazny wraz z wyprowadzeniem lub
UZaSAAIICIICII) ..ot 2 pkt
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Zauwazenie, ze dalszy (dla ¢ > t5) ruch barona jest rzutem pionowym oraz jawny
wynik koficowy na szukana maksymalng wysokosé (wzoér (20), wraz z warunkiem jego

obowiazywania lub WzOr TOWNOWAZILY) .. .. ..ottt 2 pkt
Ciepto wydzielone podczas podciagania barona (wzér (24) lub réwnowazny wraz z wy-

prowadzeniem lub uzasadnieniem) ............. . . 2 pkt
Poprawne wyniki liczbowe (wzory (21) oraz (25)) .....oouiiiiiiiiiii i 1 pkt

Rozwigzanie zadania 2

Predkos¢ zmiany powierzchni ,zakreslanej” przez czes¢ preta znajdujaca sie wewnatrz ramki jest
rowna

ds 1
E = i/U(I. (26)

Powyzej wspotezynnik 1/2 jest konsekwencja tego, ze tylko gorny (zgodnie z rysunkiem) punkt
stycznosci preta z ramka sie przesuwa, a wiec zakreslana w krotkim czasie powierzchnia ma
ksztalt trojkatny. Zatem zgodnie z prawem Faradaya w pierwszym obwodzie (sktadajacym sie
z czesci ramki po lewej stronie preta oraz czesci preta znajdujacej sie wewnatrz ramki) indukuje

si¢ sita elektromotoryczna
vaB

2 )
natomiast w drugim obwodzie (sktadajacym sie z czesci ramki po prawej stronie preta oraz czesci
preta znajdujacego sie wewnatrz ramki) sita elektromotoryczna

& = (27)

_vaB_

&y 5

—£,. (28)

Oznaczmy przez Ry opér elektryczny czesci ramki po lewej stronie preta, przez Ry opor elek-
tryczny czesci ramki po prawej stronie preta, a przez r opor czesci preta miedzy punktami styku
z ramka. Mamy

Ry = (Ba—1x)A, (29)
Ry = (a+2x)A, (30)
r o= Va®+ 2\, (31)
gdzie va? + x? jest dlugoscia czesci preta miedzy punktami stycznosci z ramka.

Oznaczmy przez [; natezenie pradu pltynacego w lewej czesci ramki (np. od wierzchotka S do
wierzchotka R), przez I natezenie pradu ptynacego w prawej czeéci ramki (np. od wierzchotka P
do wierzchotka O), a przez I — natezenie pradu ptynacego przez pret (od punktu styku z ramka
do wierzchotka O). Poniewaz tadunek nie gromadzi sie w punktach stycznosci, zachodzi

I=1,—1I, (32)

Suma napieé¢ na wszystkich elementach danego obwodu jest réwna odpowiedniej sile elektromo-
torycznej, czyli
& = LR +Ir, (33)
& = LR —1Ir (34)
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Uwzgledniajac tutaj wzory na I i & otrzymamy

& = L(Ri+71)— L, (35)
—51 == ]2 (RQ + T) — ]17”. (36)

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymamy

Ry
I = &, 37
! RlRQ + (Rl + Rg) r ! ( )
Ry

L, = — & 38
2 R1R2+(R1+R2)7'1 ( )

Ostatecznie szukane natezenie pradu ptynacego przez pret wynosi

Ri + Ry

[ p—
RlRQ + (Rl + Rg) r

& (39)

W jawnej postaci mamy

2va’B
= _((Ba—x) (a+ ) —|—4a\/a2+$2))\' 40

Na czes¢ preta, przez ktéra plynie prad dziala sita elektrodynamiczna rowna [BIl, gdzie | =
Va? + x? jest dlugoscia tej czesci. Ze wzgledu na jednorodny rozklad tej sity wzdluz diugosci
preta pochodzacy od niej moment sity wzgledem punktu O jest taki, jakby sita elektrodynamicz-
na byla przytozona w potowie rozwazanej czesci preta (co oznacza, ze ramie sity wynosi /2).
Otrzymujemy zatem wzoér na moment sity

M= —trpe. (41)
2

Poniewaz predkos¢ katowa obrotu preta wynosi

va

szukana moc jest rowna
B
P = Mw=-— 2”: (43)
2 BBZ
_ v-a <44>

((3a —z)(a+ )+ 4dava® + a:2> A

Zauwazmy, ze poniewaz nie ma dodatkowych sit oporu, a pret jest niewazki, cata praca wykony-
wana na obracanie preta jest zamieniana na ciepto generowane przez ptynace w obwodzie prady.
To oznacza, ze

P =R} + Ry +rI”
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Podstawiajac wyrazenia na Iy, I oraz I, a nastepnie na &, otrzymamy

P - R 1ty &) 4R I e) 4
~ "\ RiRy+ (R + Ry) 1! *\RiRo+ (R, + Ry)r "
Ry + Ry 2
+ £
T<R1Rz+(R1+Rz)T 1)
) Ry + R,
1R1R2+(R1+R2)T‘

= &

Korzystajac ze wzoréw (27), (29)-(31) otrzymamy stad wzor (44).

Punktacja zadania 2.

Sity elektromotoryczne generowane w obwodach (wzory (27)-(28) lub réwnowazne) ..2 pkt

Opory elektryczne kazdego z fragmentéw obwodu (wzory (29)-(31)) ................. 1 pkt
Wrzory na sume napie¢ w kazdym z obwodéw (wzory (35)-(36) lub réwnowazne) ....2 pkt
Natezenie pradu ptynacego ptynacego przez pret (wzor (40) lub réwnowazny) ... .. .. 2 pkt

Moment sity dziatajacy na pret wyrazony przez natezenie ptynacego przez niego pradu
(wzér (41) lub réwnowazny) lub zauwazenie, ze szukana moc jest moca ciepta wydzie-
lanego W ObWOdZIe ... ... ... 1 pkt
Szukana moc (wzor (44) lub rOWNOWazZny) ..........c.oeeiiuirieiiiiininiian... 2 pkt

Rozwigzanie zadania 3

Ponumerujmy powtoki od wewnetrznej (numer 1) do zewnetrznej (numer n), oznaczmy tempe-
rature i-tej powloki przez T;, a temperature planety przez Tj. Rozwazmy na poczatku uktad
sktadajacy sie z planety oraz wszystkich n powtok. Catkowita moc dostarczana do tego uktadu
przez promieniowanie z zewnatrz (tzn. promieniowanie gwiazdy) jest réwna
Py 9 r?

47TR2'7TT :(1_A)Pg47f€2

Powyzej P,/(4mR?) jest natezeniem (moca na jednostke powierzchni) promieniowania w odle-
gloéci R od $rodka gwiazdy, natomiast 772 jest prostopadtym do kierunku tego promieniowania
polem powierzchni rozwazanego uktadu. Wykorzystalismy tutaj fakt, ze powtoki catkowicie prze-
puszczaja promieniowanie emitowane przez gwiazde i ze planeta pochtania (1 — A) padajacego
na nia promieniowania gwiazdy. Catkowita moc emitowana na zewnatrz przez rozwazany uktad
réwna jest mocy wypromieniowywanej na zewnatrz przez zewnetrzna powtoke

Py = 4nr?oT). (46)

W rozwazanym bilansie nie wzieliémy pod uwage promieniowania planety i wewnetrznych po-
wtok, gdyz promieniowanie to jest absorbowane przez powtoki, a wiec nie wychodzi poza rozwa-
zany uktad. Zauwazmy rowniez, ze odbite od planety promieniowanie gwiazdy nie jest rozwazane
w tym bilansie, gdyz powtoki sg przezroczyste dla promieniowania odbitego. Z przyrownania mo-
cy emitowanej i absorbowanej uktadu planeta + powtoki otrzymujemy

1-A)P
. _Ji=AP .
" 1670 R? (47)
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Zauwazmy, ze taka wlasnie bytaby temperatura planety gdyby nie byto powtok. Rozwazmy teraz
uktad sktadajacy sie z planety i k£ powtok lezacych najblizej niej, przy czym k& < n. Moc wypro-
mieniowywana przez taki uktad do otoczenia jest rowna mocy wypromieniowywanej na zewnatrz

przez zewnetrzng powloke, a wiec
Pouis, = 4omr® T} (48)

Moc dostarczana do rozwazanego uktadu réwna jest sumie mocy promieniowania gwiazdy ab-
sorbowanego przez planete i promieniowania emitowanego do wewnatrz przez powtoke k + 1,
a wiec

7,2

4R?’
Powyzsze réwnania sg réwniez poprawne, gdy przyjmiemy k = 0 — opisuja one wtedy promienio-
wanie emitowane i absorbowane przez sama planete. Przyrownujac FPoyr do Py i, otrzymujemy

ijk = 40'7T7"2T];1+1 + (1 - A)Pg (49>

1—-A)P,
rt, =1i - =A% 50
k+1 k 160'7TR2 ) ( )
dla k=0,1,...,n—1. Oznacza to, ze czwarte potegi temperatury planety i temperatur kolejnych
powtok tworza ciag arytmetyczny, a wiec

(1-A)F,

4 A
To =T, +n 160mR2 ’

(51)

co po uwzglednieniu wzoru na 7;, prowadzi do nastepujacego wyrazenia na szukang temperature
planety

1—-A)PF,
Ty = {1 1 (7g_ 52
0 \/(n +1) 1670 R? (52)
Po wstawieniu danych liczbowych otrzymujemy

Ty ~ 754 K. (53)

Uzyte w zadaniu parametry w dobrym przyblizeniu opisuja Wenus. Duza warto$¢ n spowodowana
jest wyjatkowo grubg i gesta atmosfera tej planety.

Punktacja zadania 3.

Moc promieniowania dochodzaca do planety (wzér (45) lub réwnowazny) ........... 2 pkt
Calkowita moc promieniowania emitowana na zewnatrz uktadu (wzér (46) lub réwno-

WAZILY) - e v e ettt et e e e e e e 1 pkt
Temperatura zewnetrznej powtoki (wzoér (47) lub réwnowazny) ..................... 1 pkt
Zwiazek miedzy temperatura powloki k a temperatura powloki k 4+ 1 (wzoér (50) lub

réwnowazny, wraz z wyprowadzeniem) ...............o i 2 pkt
Zwiazek miedzy temperatura powloki n a temperaturg planety (wzér (51) lub réwno-

WaZNy, Wraz 7z WyProwadzZenieIml) .. ... .....iuit it 1 pkt
Szukana temperatura planety (wzor (52)) ... 2 pkt
Wynik liczbowy na temperature planety (wzor (53)) ....o.oviiiiiiiiiiii i, 1 pkt
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