LV OLIMPIADA FizyczNa (2005/2006) — ETap II CzESC TEORETYCZNA (ROZWIAZANE) 1

Zadanie 1

Pewne sztucznie wytworzone materialy moga mie¢ w waskim zakresie czestotliwosci fal elektro-
magnetycznych ujemny wspoétczynnik zalamania (dla mikrofal sa to metamaterialy utworzone z
uktadéw drutéw a dla $wiatla widzialnego tzw. krysztaly fotoniczne ). Przy przejsciu z oérodka
o wspoltczynniku zatamania n; > 0 do o$rodka o wspotezynniku zalamania ny < 0 jest spelnione
zwykle prawo zalamania nq sin a; = ngsin g, przy czym as < 0 — patrz rysunek.

n;>0

o1

n<0

[0

a) Maly przedmiot umieszczono w odlegloéci a, od ptaskoréwnoleglej ptytki o grubosci d wy-
konanej z materiatu o wspoétczynniku zatamania réwnym —1. Rozwazmy obraz utworzony przez
promienie, ktore przeszly przez plytke. Znajdz jego polozenie, powiekszenie i ustawienie (tzn.
czy jest on odbity, obrécony...). Dla jakich a, rozwazany obraz jest rzeczywisty?

b) Maly przedmiot umieszczono w punkcie o wspotrzednych (ap, —by, 0) (gdzie a, > 0,b, > 0).
Obszar przestrzeni spelniajacy réwnania z > 0, y > 0 jest wypelniony oSrodkiem o wspolczynni-
ku zatamania réwnym —1. Znajdz potozenie, powiekszenie i ustawienie obrazu tego przedmiotu,
utworzonego przez promienie, ktére wyszly z obszaru o n = —1. Z jakich miejsc mozna zobaczy¢
ten obraz? Rozwaz tylko promienie w plaszczyznie z = 0.

W obu przypadkach narysuj bieg r6znych promieni wybiegajacych z przedmiotu i przechodzacych
przez obszar o n = —1.

Wspélezynnik zalamania przestrzeni poza plytka (w pkt. a) ) i poza obszarem = > 0, y > 0 (w
punkcie b)) jest réwny 1.

Rozwiazanie zadania 1

Zauwazmy, ze dla wspolczynnika zalamania réwnego -1 kat zalamania jest réwny minus katowi
padania, tzn. bieg promienia jest taki, jakby odbil sie od lustra prostopadtego do plaszczyzny
rozdzialu osrodkéw.

n=1 n=-1

n=1 n=-1 n=1

NV

rys. 1 Bieg promieni §wiatla w przypadku a). rys. 2 Bieg promieni $wiatta w przypadku b).
I sposéb rozwigzania

Ze wzgledu na zwiazek as = —ap promienie wychodzace z danego punktu, po zalamaniu na
granicy osrodkéw, skupiaja sie (one lub ich przedluzenie) w punkcie symetrycznym wzgledem
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plaszczyzny rozdziatu oérodkéw. Zatem obraz przedmiotu utworzony przez promienie zalamane
na granicy o$rodkéow otrzymujemy przez odbicie przedmiotu wzgledem plaszczyzny rozdziatu
o$rodkéw. Przyjmijmy, ze granice plytki sa okreélone réwnaniami x = 0 oraz = = d.

a) Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami jesli (—ay, 0) jest polozeniem przedmiotu, to wychodzace
z niego promienie (lub ich przedtuzenia) po przejsciu przez granice otoczenie-plytka skupia sie
w punkcie (ap,0) (odbicie wzgledem plaszczyzny z = 0). Po przejéciu przez granice plytka-
otoczenie znajdujaca sie w x = d, skupia sie one w punkcie (d — (x — d),0) (odbicie wzgledem
plaszczyzny x = d). Zatem obraz przedmiotu, utworzony przez promienie, ktére przeszly przez
plytke, bedzie sie znajdowal w punkcie

(2d — ay,0). (1)

Obraz ten bedzie rzeczywisty jesli 2d — a, > d , czyli dla a, < d. Mozna go otrzymac przez
réwnolegle przesuniecie przedmiotu o 2d w kierunku ptytki, a wiec jest to obraz nieodwrécony
i o niezmienionej wielkosci.

b) Po przejsciu przez granice otoczenie-plytka w y = 0 promienie skupia sie w punkcie (ap, bp),
a nastepnie po przejéciu przez granice w x = 0 skupig sie w punkcie

(—ap, by). (2)

Otrzymany obraz bedzie odwréceniem przedmiotu o kat 180° wokét osi = 0, y = 0. Jednak
tylko promienie wychodzace z przedmiotu, ktére poczatkowo oddalaly sie od osi Y moga dolecieé¢
do punktu (—ayp,by). Zatem ten obraz moze by¢ widoczny tylko z punktéw (x,y) spelniajacych
warunki z < —ap, y < bp.

IT spos6b rozwiazania

a) Rozwazmy zagadnienie w plaszczyznie biegu promienia. Niech (—a,, 0) bedzie polozeniem
przedmiotu, (0, z1) — punktem, w ktérym promien wystany z przedmiotu wchodzi do plytki,
(d, z2) — punktem w ktérym ten promien wychodzi z plytki, (a,,y,,) — polozeniem obrazu, a «
— katem padania tego promienia na ptytke.

7 rozwazan geometrycznych dostajemy

21 = wxtga, (3)
zo = z —dtga, (4)
2o = 22+ (@, —d)tga. (5)
7 powyzszego
2o = (r —d+a,— d)tga.
Poniewaz to réwnanie ma by¢ spelnione dla réznych « , otrzymujemy z, = 0 (co bylo do

przewidzenia), oraz
ap = 2d — ay.

Obraz jest rzeczywisty, gdy a, > d, czyli dla a, < d. Obraz ten otrzymujemy przez réwnolegle
przesuniecie przedmiotu o 2d w kierunku ptytki, a wiec jest to obraz nieodwrécony i o nie
zmienionej wielkosci.

Ciekawe jest to, ze w tym szczegdlnym przypadku wszystkie wychodzace ze Zrodta promienie kto-
re padaja na plytke, zbiegaja sie w punkcie (a,,0) — w przypadku gdy wspélczynnik zalamania
plytki n # —1 dotyczy to tylko promieni przyosiowych (malte ).

b) Rozwazmy promien wylatujacy z naszego przedmiotu pod katem « w stosunku do osi OX.
Przyjmijmy, ze promien biegnie przez punkty (z1,0), (0,y2), (—ae,b,) (patrz rysunek 3).
Otrzymujemy

T = ap+bytga, (6)
Y2 = xictga, (7)
yo = by + a.ctga (8)
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(0,y2)
o |0
n=-1
(-a0,b0) a
n=1 (x1,0)
a
(ap,-bp
rys. 3
Stad
Y2 = by + aoctg o = xjctg a = (a, + bptga) ctga.
Zatem

b, + aoctg a = apctg a + by,

Jesli punkt (—ao, bo) jest obrazem punktu (ap, —b,), to promienie §wiatta wystane pod réznymi
katami z tego drugiego punktu dochodza od tego pierwszego. Oznacza to, ze

bo = by, a, = a,.

Zatem polozenie punktu obrazowego otrzymujemy przez obrot punktu zrédla o kat m wokoét osi
r=0=y.

Gdy rozwazymy przedmiot sktadajacy sie z wielu punktéw, to jego obraz otrzymamy tez przez
obrét przedmiotu o kat m wokét osi x = 0 = y. Jest to obraz o niezmienionej wielkoSci i obrécony,
ale obrécony w innym sensie niz zwykle rozumiemy to w optyce (w przypadku zwyklych soczewek
moéwiac o obrazie odwréconym mamy na mysli, ze obraz jest odbiciem przedmiotu wzgledem osi
optycznej.

Podobnie jak w przypadku a) promienie wystane z punktu (a,, —b,) dokladnie schodza si¢ w
punkcie (—ay, b,), ale dotyczy to tylko promieni o @ > 0. Gdy a < 0 (promienie wysylane w lewo
i oraz do géry), promien padajacy na ”"pryzmat” nie przedostaje sie¢ do obszaru x < 0. Oznacza
to, ze obraz jest widoczny tylko z punktéw (z,y) spelniajacych warunki z + a, < 0, y — b, < 0.
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Zadanie 2

Na prostym, poziomym odcinku drogi przeprowadzono testy samochodu. Ustalono, ze minimalna
droga hamowania tego samochodu od wvygg :1001{—;n do Ok—}rln wynosi [ =40m.

Obliczy¢ minimalny czas osiggniecia przez spoczywajacy poczatkowo samochdd predkosci vygg,
przy zalozeniu, ze samochdéd moze w kazdej chwili w pelni wykorzystywaé moc swojego silnika.
Zakladamy, ze warunki sa dokladnie takie same jak w powyzszym tescie.

Samochéd ma (wraz z kierowca) mase m = 1000kg, moc silnika P = 50kW, oraz naped i
hamulce na wszystkie kota. Pomijamy opoér powietrza, opory toczenia i wszystkie opory uktadu
przeniesienia napedu. Nawierzchnia drogi byta taka sama w kazdym punkcie rozpatrywanego
odcinka testowego. Samochdod ma system optymalnie dobierajacy site hamowania kazdego kota
oraz uktad optymalnie rozkladajacy moc silnika na kazdg z osi.

Rozwigzanie zadania 2

Minimalna droga hamowania samochodu jest okreslona przez wspétczynnik tarcia miedzy kotami
a jezdnia. W trakcie testu hamowania ten wspotczynnik nie zmienia sie, stata jest rowniez sila
nacisku samochodu na podloze, zatem sita tarcia R w trakcie tego testu jest réwniez stata. Sita
ta wykonuje na drodze [ prace —RI. Ta praca jest réwna zmianie energii kinetycznej samochodu
w trakcie hamowania, zatem

2
mo
] = 100
R — >
Stad
2
mo
R== ©)

Jest to jednoczesnie maksymalna pozioma sita, z jaka jezdnia moze dziataé¢ na samoché6d.

Ze zwigzku miedzy moca a sita P = vF wynika, ze gdyby nie bylo mozliwosci poslizgu, przy wy-

korzystaniu maksymalnej mocy silnika na samochéd dziatalaby sita %. Poniewaz jednak wspoél-

czynnik tarcia jest skonczony, maksymalna sita jaka moze dziala¢ na samochdéd w trakcie przy-
spieszania jest réwna

F { R gdy P/v> R, czyliv< P/R, (10)

P/v gdy M/v <R, czyliv> P/R.

Zatem proces rozpedzania sktadza sie z dwoch etapow: pierwszego, w ktérym nie jest wykorzy-
stywana maksymalna moc silnika a przyspieszenie jest okreslone przez wspotczynnik tarcia, oraz
drugiego, w ktorym przyspieszenie jest okreslone przez moc silnika.

W pierwszym etapie przyspieszenie jest stale i rowne ay = %. Czas osiagniecia predkosci gra-
nicznej

P
Y9~ R (11)
wynosi
ar Pm
tr=—=—-. 12
! Vg R? (12)

W drugi etapie samochéd przyspiesza od predkoéci vy do predkosci v1gg. Czas t77 tego ruchu moz-
na okresli¢ poréwnujac poréwnujac prace wykonana przez silnik ze zmiang energii kinetycznej

samochodu ) )
mvipy MYy

2 2
Zatem ostatecznie minimalny czas osiggniecia przez poczatkowo spoczywajacy samochdd pred-

Pt = (13)

kosci v19p wynosi
Pm  m (viy, — P*/R?)

t=t¢ trr = 14
1+t 2 + 5p (14)
jesli vigg > vy, oraz
muvi00
t= ——0, 15
R (15)
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gdy vy > vi00, Przy czym R = muvi,/2l.
W naszym przypadku R =~ 9,64 - 10°N, v, = P/R ~ 5,18m/s, czyli v, < vigo &~ 27,8m/s.
Zatem szukany czas rozpedzania

t~0,563s+ 7,465 ~ 8,0s. (16)
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Zadanie 3

Rozwazmy prostopadloscienng tafle lodu o wymiarach a x b x h, gdzie a > h, b > h. Tafla ta
przesuwa sie z predkoscia v po ptaskiej, poziomej powierzchni.

a) Jakie jest najwieksze v, przy ktérym tafla nie zacznie sie topié¢. Tafla porusza sie w takich
warunkach, ze temperatura jej gérnej powierzchni jest rowna T, = —10°C.

Wspélczynnik przewodnictwa cieplnego lodu jest réwny A = 2, 3%, natomiast powierzchnia,
po ktorej przesuwa sie tafla, nie przewodzi ciepta. Wspdlczynnik tarcia suchej powierzchni lodu
o te powierzchnie jest réwny f = 0,1. Obliczenia wykonaj dla dla (i) a = 0,3m, b = 0, 3m,
h =0,02m, (ii) a = 2m, b = 2m, h = 0, 1lm (fragment kry) oraz dla (iii) « = 30m, b = 30m,
h = 2m (oderwany fragment lodowca w gérach).

Gestosé lodu jest rowna pp, = 900%%, a przyspieszenie ziemskie g = 9,83.

Wspdlezynnik przewodnictwa cieplnego danego osrodka jest zdefiniowany nastepujaco:
Rozwazmy dwie réwnolegle, odlegle o Az warstwy osrodka, o powierzchni S kazda (patrz rysu-

nek). Jesli temperatury warstw wynosza odpowiednio T} i Ts , to

5= Q/At Az

S Ty -1y’
gdzie @ jest ilodcia ciepta przeplywajacego w ciagu czasu At od warstwy cieplejszej do chtod-
niejszej.

T,
T>
AN
S

Rozwiazanie zadania 3
Gdy tafla zaczyna si¢ topié, to temperatura jej dolnej powierzchni jest réwna Ty = 0°C. Szybkosé
ciepla (moc) odprowadzanego przez tafle jest réwna

Ty — T,
MQ:)\Oh ot

ab. (17)
Poniewaz sila tarcia Fr jest rowna abhpgf , praca wykonywana przeciwko niej w jednostce czasu
(czyli moc) wynosi

My = Frv = abhprgfo. (18)
Lo6d bedzie sie topit, jesli cieplo wytwarzane w wyniku tarcia bedzie wigksze od ciepta wyply-
wajacego z gornej powierzchni tafli, czyli gdy Mr > Mg. W granicznym przypadku Mr = Mg
otrzymujemy

Tor — T
abhprgfv = )\OtTOab. (19)
Stad
To— T,
yo DT (20)
hprgf
Dla wartosci podanych w treéci zadania otrzymujemy (7, = —10°C):
. m
(i)dlah = 0,02m: v~ 65—, (21)
s
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(i) dla h = O,lm:v%2,6—I:, (22)

(i) dlah = 2m: v~ 0,0065—. (23)
S
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