LVIII OLIMPIADA FIZYCZNA — ZAWODY I1I STOPNIA

(Za kazde z zadaii mozna otrzymac 20 pkt.)

Zadanie 1

Jednorodna, cienkoscienna rura o promieniu R, dlu-
gosci L i masie m jest wykonana z izolatora i nata-
dowana catkowitym tadunkiem ¢ o staltej gestosci po-
wierzchniowej. Rura toczy sie po poziomym stole,
a caty uklad jest umieszczony w pionowym, jedno-
rodnym polu magnetycznym o indukcji B oraz w jed-
norodnym polu grawitacyjnym o natezeniu g (patrz
rys.). Wspolezynnik tarcia miedzy rurg a stotem wy-
nosi p.
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Wyznacz maksymalng warto$é predkosci vpax, przy
ktorej rura toczy sie bez poslizgu po stole, stykajac
sie z nim w wiecej niz jednym punkcie. Przedyskutuj
zaleznos¢ otrzymanego wyniku od L przy ustalonych
wartosciach ¢/m, R, u oraz g.

Opisz jakosciowo zachowanie rury dla matych czaséw
t > 0, jesli w chwili ¢ = 0 rura toczy si¢ bez poslizgu
z predkoscia v > vpax.

Zadanie 2

Elektrownia geotermalna pobiera wode o tempera-
turze Ty, z podziemnego zbiornika znajdujacego sie
na gtebokosci h. Cisnienie wody w tym zbiorniku
jest rowne p,,. Woda odprowadzana jest do jeziora
na powierzchni ziemi. Temperatura otoczenia, w tym
temperatura wody w jeziorze wynosi Tg, ciSnienie oto-
czenia jest rowne pg. Masa wody, jaka mozna pobraé
w jednostce czasu, wynosi J.

a) Jaka maksymalnag moc moze mie¢ ta elektrownia?
b) Ile wynositaby ta maksymalna moc, gdyby woda
byla wttaczana z powrotem do tego samego podziem-
nego zbiornika?

Przyjmij, ze ciepto wtasciwe wody ¢, jest stale oraz
pomin jej §cisliwos¢ i rozszerzalnosé cieplna.

Podaj wartosci liczbowe przyjmujac Top = 280 K, T, =
370 K, h = 2000 m, pg = 10° Pa, p, = 2,10 - 107 Pa,
gestos¢ wody p = 10% kg/m3, cieplo wlasciwe wody
cw = 4,2 -10% J/(kgK), przyspieszenie ziemskie g =
10 m/s? oraz J = 100 kg/s.

Zadanie 3.

Rozpatrzmy petle z drutu, obciazona ciezarkiem o
masie m (patrz rys.), znajdujaca si¢ w otoczeniu o
temperaturze Tp. Koice petli sa podlaczone do na-
piecia U.
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Gdy dlugosé drutu wynosi [, a jego temperatura jest
rowna T, to opor elektryczny petli jest rowny R =
Ry [1 +G(l— lo) /lo +ag (T — To)], gdzie G, ag, Ry,
lp sa stalymi, natomiast sita naciggu drutu wynosi
Fy = k{l—1Ilg[1+a(T —Ty)]}, gdzie k jest stala
sprezystosci, a a — wspolczynnikiem rozszerzalnosci
liniowej. Wiadomo, ze w rozwazanej sytuacji moc
cieplna P, odprowadzana z drutu do otoczenia spetnia
zwiazek P, = (3-(T — Tp), gdzie 3 jest stata dodatnia.
Pomijajac pojemnosé cieplng drutu, wyznacz czestot-
liwo§¢ matych, pionowych drgan ciezarka na petli.
Podaj wartosé¢ liczbowa tej czestotliwosci dla k =
5000 N/m, lp=1m,m=1kg, U=2V, Ry =2 Q,
a=1-10"° K 3=0,01l W/K,ag=5-10"3 K~}
Tp = 300 K oraz G = 200.

W rachunkach ogranicz si¢ do wyrazéw liniowych w
przyrostach temperatury i dlugosci drutu. Masa drutu
jest pomijalna w poréwnaniu z m.

Informacja dodatkowa: zjawisko stosunkowo duzej za-
leznosci oporu niektorych materiatow od ich odksztat-
cenia jest wykorzystywane w czujnikach mierzgcych
sity (tzw. czugniki tensometryczne). W przypadku
"zwyktych" materiatdw typowa wartosé statej G jest
zblizona do 2.

Wzory, ktore moga by¢ przydatne
n 1 n+1
zdr = ——=x + const,
n+1

1
/ —dx = Inz + const,
T

/cos(x)dx = sin(z) + const,

/sin(a:)dx =
1

~ 1 — z, dla matych z.

— cos(z) + const,
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Rozwigzanie zadania 1.

Ustalmy uktad wspotrzednych tak, by jego srodek pokrywat sie ze srodkiem masy rury, o§ = byta skierowana
wzdtuz kierunku ruchu rury, o§ y — pionowo gore a 0§ z — wzdluz osi rury. Osznacza to, ze B = Be,,
przyspieszenie ziemskie § = —gey. Gdy rura si¢ toczy, predkos¢ jej matego elementu okreslonego (w danej
chwili) wspolrzednymi x, y, z, jest dana wzorem

U=1vcMm+& X T,
gdzie vop = vomeér jest predkoscia srodka masy, J = —we, jest predkoscia katows ruchu obrotowego walca,

7= T€y + Y€y + 2€,.
Zgodnie z powyzszym marny

vy = voMm + wR cos a,
vy = —wRsina,

gdzie « jest katem jaki tworzy rzut 7 na plaszczyzne xy z osia y (tzn. 7= R (€ sina + €, cos a) + 2€).
Warunek braku poslizgu oznacza

Na nasz element dziata sila Lorentza
AF, = AqiU x B,

gdzie Agq jest tadunkiem rozpatrywanego elementu; jesli oznaczymy przez AS pole tego elementu, to Ag =
pAS/ (2rRL). Uwzgledniajac poprzednie wzory otrzymamy
AFp = Aq(vom 4 wR cos o) BE,. (1)

Catkowita site Lorentza Fr, otrzymamy dodajac przyczynki AFy, od kazdego elementu rury. Otrzymamy
Fy = ¢Buvené, (2)

gdzie prR?L jest catkowitym tadunkiem. (W powyzszym wzorze na F, nie ma wyrazu proporcjonalnego do
w gdyz sumujemy po wszystkich @ od 0 do 27, a wR cos @ + wR cos(a + ) = 0.)

Aby walec nie §lizgat sie po stole, powyzsza sita musi by¢ rownowazona przez sile tarcia, ktorej maksymalna
wartos¢ wynosi umg.

Zatem musi by¢ spelniony warunek

qB lvem| < pmyg, (3)
czyli
pmg
< P9 4
lvem| < B (4)

Musimy jeszcze rozwazy¢ momenty sit dziatajace na rure.
Moment sity Lorentza wzgledem osi x dziatajacy na dany element rury jest rowny

AM;, = yAFy, (5)
= Rcos aAq (vem + wR cos a) B, (6)

przy czym Aq = gRAaAL/ (2rRL). Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetrie wyrazenia na AFy, wzgledem osi
y (symetria w zmiennej o we wzorze (1)) moment tej sily wzgledem osi y jest zerowy. Zerowy jest rowniez
moment sity Lorentza wzgledem osi z gdyz AFy jest proporcjonalne do €,.

Poniewaz AM7, nie zalezy od L otrzymamy
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My, / L Rcosa - (vom + wry cos ) Bdao
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Poniewaz f027r cosado = 0 oraz f027r cos? ada = 7 (warto$é §rednia funkcji cos? a w przedziale [0, 27] jest

rowna 1/2 — np. z wiedzy o pradzie zmiennym), otrzymamy

- B
Ny =1 ;Rez. (7)

Moment ten stara sie obroci¢ walec wokot osi . Aby to nie nastgpito, musi on byé¢ zréwnowazony przez
moment sity tarcia M7 i moment sily reakcji podloza Mpr. Moment sity tarcia wzgledem osi z wynosi

Mr = RT = RqBvcw, (8)

gdzie uwzglednilismy, ze jesli walec sie nie slizga, to sila tarcia T jest rowna sile Lorentza Fp. Sita reakcji
rowni N jest rowna co do wartosci ciezarowi walca mg, a maksymalna warto§¢ momentu tej sity wzgledem
osi z odpowiada przypadkowi, gdy N jest przylozona na koricu rury:

L mgL

Poniewaz zwroty My i My sa zgodne, walec nie bedzie sie obracal wokot osi = (czyli bedzie sie stykal ze
stotem w wiecej niz jednym punkcie) jesli spelniony bedzie warunek

’ML + MT’ < MRmaX7 (9)
czyli, uwzgledniajac, ze wR = vom, gdy
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Oznacza to, ze powinien by¢ spelniony warunek

1 mgL

10
lvem| < 5 WRB’ (10)
Uwzgledniajac warunek (4), otrzymujemy, ze szukane vpayx jest rowne
. mg 1mglL
VUmax — IMin ( _B gq—B§> (11)
Gdy L jest mniejsze od 3uR maksymalna predkos¢ jest proporcjonalna do L zgodnie ze wzorem vy ax = %%

i jest okreslona przez warunek nie przewracania sie rury. Gdy L > 3uR, maksymalna predko$c jest stala i
rowna %. W tym drugim przypadku jest ona okreslona przez warunek nie przesuwania sie rury wzdtuz osi
stycznosci ze stotem.

To co si¢ bedzie dzialo z rurg w przypadku VoM > Umax zalezy od tego, z ktorym z rozwazanych powyzej
przypadkéw mamy do czynienia. Gdy ,u < wvem < lwé (czyli musi by¢ L > 3uR) sita tarcia be;dz1e
za mala by zrownowazyc sit¢ Lorentza i walec zacznie 51e; przesuwac (slizga¢) wzdluz osi z. Gdy ,uq >
voeM > 3 qB R (czyli musi by¢ L < 3uR)) podniesie sie on w gore obracajac wokot osi rownolegtej do osi x.
Poniewaz jednak toczacy sie walec ma niezerowy moment pedu wzdhuz osi z, w wyniku tego walec zacznie
sie rdwniez obraca¢ wokot pionowej osi przechodzacej przez punkt stycznodci walca z podlozem - podobnie
jak obracajacy sie¢ bak, ktorego o$ nagle przechylimy. (Mozna to wyjasni¢ tez nastepujaco: walec ma pewien
moment pedu wzdluz swojej osi. Po przechyleniu walca, ten moment pedu bedzie mial niezerowa sktadowa
pionowa. A niezerowa pionowa skladowa momentu pedu oznacza obrot wokol pionowej osi.)

Gdy von > é?B }L% oraz voy > ,u 9 ruch walca bedzie zlozeniem opisanych poprzednio ruchow.

Rozwigzanie zadania 2.

Rozwazmy porcje wody o masie m. Obliczmy, ile pracy (energii elektrycznej) mozna uzyskac¢ ochtadzajac
ja od temperatury T, do temperatury 7. Najwieksza prace mozna uzyska¢ chtodzac ja przy uzyciu silnika
Carnota. Zalozmy, ze w danym momencie temperatura tej porcji wynosi 7. Sprawnosé cyklu Carnota
pracujacego miedzy temperaturami 7' i Ty wynosi 1 — Ty /T, co oznacza, ze jesli z wody pobierzemy ciepto
AQ., to wykonana praca wyniesie

AW = (1 — E) AQ,. (12)



Z drugiej strony w wyniku pobrania ciepta AQ,, temperatura naszej porcji wody spadnie do T + AT, gdzie
AQu

mey

AT = —

(13)

Zatem

AW = — <1 - %) mewAT. (14)

Calkowitg prace otrzymamy dodajac przyczynki od wszystkich AT, co oznacza, ze

To TO
W = —/ (1 - T) mey,dT (15)

= mew, [(Tw ~Ty) -~ Tpln %}} . (16)

Przyjmujac m = JAt, gdzie At jest czasem, w ktéorym pobralismy te wode, otrzymamy, ze moc P, zwiazana,
z pobieraniem ciepta wynosi

44 Ty
PCZE:JCUJ [(Tw—TO)—Toln?o] (17)

W przypadku a) musimy doda¢ do tego jeszcze czysto mechaniczng moc P, jaka mozemy uzyska¢ (lub
musimy zuzy¢) wydobywajac wode na powierzchnie (latwo jest ja obliczy¢ np. uwzgledniajac, ze roznica
ci$nien p,, — po jest "rownowazna' roéznicy wysokosci Ah = (p — po)/(pg))

Py = J(pw — po)/p — Jgh. (18)

Zatem maksymalna moc, jaka moze mie¢ taka elektrownia, w przypadku a) wynosi

P =7 {ew | (B0~ To) = T Z2] 4 (o~ )/ — 0} (19)

W przypadku b) praca uzyskana do wydobycia wody na powierzchnie jest rowna pracy niezbednej do wttoc-
zenia wody pod ziemie, a zatem maksymalna moc w tym przypadku wynosi

Ty
Pb = ch |:(Tw - To) — TO In —:| . (20)
T

Podstawiajac dane liczbowe dostaniemy

P,~51-10°W, (21)
Py ~5,0-10° W, (22)

Rozwigzanie zadania 3.
Moc pradu elektrycznego wyraza sie wzorem P,; = U?/R, zatem

U2
P, =
" Ro[1+ GAlJly + ag (T — To)]

2
U 1-— Gg — QR (T T()) (24)
Ro

gdzie Al =1 — .
Bilans cieplny drutu w przypadku, gdy pojemnosé cieplna drutu C' jest niezerowa, wyraza sie rownaniem

dr U?

O e A ) (25)
U2 Al
~ [1—Gl——aR(T TO)}
v UG U?



Wypadkowa sita dziatajaca na ciezarek jest rowna 2Fy —mg, a jego odlegtosé od punktu zawieszania wynosi
[/2, zatem rownanie ruchu ciezarka jest nastepujace

21
maze T

Poniewaz pomijamy pojemnosé¢ cieplng C' rownanie (26) sprowadza sie¢ do postaci

—2k [l —lo — alo (T — Tp)] + mg. (27)

U UG U?
<—aR + ﬂ) (T'—Tp) = 0. (28)
Ry
Jesli oznaczymy przez x i € odchylenia odpowiednio [ i T od wartoéci rownowagowych, to rownania (27) i
(28) sprowadza sie do rownan

d? x
UG U?

Wyznaczajac 0 z drugiego rownania i wstawiajac do pierwszego oraz mnozac obie strony réwnania przez 2
dostajemy

a2 Uste:
m—z=—-4k|1+a——"2"—| 2. 31
dt2 %zaR —|—ﬂ ( )

u?
Jest to rownanie oscylatora harmonicznego o masie m i stalej sprezystosci key = 4k (1 + a%), zatem
R—Oa
czestotliwo$é drgan wynosi

1 Ba\ 4k G k
@ TArR+B) M ar+B/q7 ) ™

Zauwazmy, ze w przypadku U = 0 (lub o = 0 lub G = 0) otrzymaliby$my po prostu

3=

f_L[E

s m

Zatem uwzglednienie rozwazanych efektéow powoduje w przypadku a > 01 G > 0 wzrost czestotliwosci —
efektywnie wzrasta wartos¢ staltej sprezystosci.
Dla podanych wartosci liczbowych warto$é¢ "poprawki" wynosi

QL
ar+ B/ %

natomiast czestotliwo$¢ drgan z jej uwzglednieniem jest réwna

=0,2, (33)

1
f 24,7 (34)

Informacja dodatkowa: w przypadku C' # 0 i przy dodatnich wartosciach parametréw amplituda drgan rosnie
z czasem. Zatem nawet jesli poczatkowo x jest bliskie 0, po pewnym czasie drgania zaczng by¢ obserwowalne
— mamy do czynienia z drganiami "samowzbudnymi". Oczywiscie dla duzych amplitud liniowe przyblizenie
przestaje by¢ uzasadnione, jednak rozpatrywany efekt musi by¢ uwzgledniany przy projektowaniu czujnikow
sensometrycznych.



