Rozwiazanie zadania T1.

7Z zasady zachowania energii mamy muv?/2 + mgy = const, gdzie v jest predko$cig skoczka, m —
jego masa. W trakcie zjazdu energia potencjalna jest zamieniana na energie kinetyczna i w chwili
wybicia pozioma skitadowa predkosci skoczka vy, jest okreSlona przez wysokos¢, z jakiej zjechat:
mvd, /2 = mgH. W trakcie wybicia skoczek dziala na podloze pionowa sita, co powoduje wzrost
jego energii kinetycznej i nadaje mu predko$¢ vy, w gére. Poniewaz w stalym, jednorodnym polu
grawitacyjnym poziome i pionowe ruchy sa od siebie niezalezne, predko$¢ vy, okresla wysoko$¢, na
jaka skoczek sie wzniesie ponad punkt wybicia — dla najlepszego skoczka mamy mvgy /2 = mgh.
Zatem w chwili wyskoku najlepszy zawodnik ma predkoé¢ o skladowych

Vor = \/29H, wvoy, = +/2gh. (1)

Jego ruch w trakcie lotu jest zwyklym rzutem uko$nym (pomineliémy opér powietrza) i jest
opisany wzorami

T = Vogt, Y = voyt — %tQ, (2)
czyli tor jest dany wzorem
UOy g 2
)= —r— —52x". 3

Dla x = [ zawodnik powinien by¢ znowu na stoku, tzn.
Yoy g 52 2
— | — —-I1° = —BI". 4
Voz 208, (4)

Rozwiazanie [ = 0 odpowiada punktowi wybicia, zatem odleglo§¢ skoku wynosi

Yoy

l - Voz _ 2U0$U0y 1
B 4vHh (5)
 1—4BH’

Zauwazmy, ze dla malych BH szukana dtugo$é jest réwna 4/ Hh, co zgodnie z oczekiwaniami
jest odlegloscia skoku na poziomym gruncie. Dla 4BH — 1 dlugos¢ skoku (formalnie) dazy do
nieskoniczono$ci — skoczek nigdy nie wyladuje na rozwazanej gérze. Dla 4BH > 1 otrzymane [ jest
ujemne, jednak w rzeczywistoéci to réwniez odpowiada nieskoniczonej odlegtosci skoku.

Punktacja zadania T1.

Predkos¢ najlepszego skoczka w chwili podskoku (wzory (1)) — 2 pkt.

Wzory okreslajace ruch skoczka w trakcie lotu (wzory (2)) — 1 pkt.

Tor lotu skoczka (wzoér (3)) — 1 pkt.

Warunek okreslajacy odleglos¢ (wzér (4)) — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzoér (5)) — 2 pkt.

Dyskusja wyniku, w tym wilasciwa interpretacja przypadku 4BH > 1 — 2 pkt.



Rozwiazanie zadania T2
Objety obwodem strumiert indukcji magnetycznej ® jest n-krotnie wiekszy od strumienia prze-
chodzacego przez przekrdj zwojnicy, czyli réwny

I
d=LI= u07r7“2n27. (6)

Poniewaz ten strumiefl jest staly, mamy % = const = 11—11 Poréwnujac to z danym wzorem na Fj
stwierdzamy, ze sita F7 jest stala w czasie ruchu ciezarka (podobnie jak sita ciezko$ci) i wynosi

2 T 2
2 i

Calkowita sila dzialajaca na ciezarek, gdy dlugo$¢ sprezyny wynosi [ jest rowna

F=mg—F—k(l—1). (8)
Z warunku F' = 0 znajdujemy polozenie réwnowagi
1
lr:lﬂ—i_E(mg_FI)' (9)

Wprowadzajac zmienna x = [ — [, odpowiadajaca odchyleniu od tego polozenia, otrzymamy ze
sita dzialajaca na ciezarek jest réwna

F = —kx. (10)

Jest to sila harmoniczna, zatem ciezarek drga ruchem harmonicznym wokél przesunietego potoze-
nia réwnowagi.

Poczatkowe (w dolnym polozeniu) odchylenie od polozenia réwnowagi wynosi z; = I3 — [,.
Poniewaz ruch jest harmoniczny, odchylenie od polozenia réwnowagi w gérnym (najwyzszym) potoze-
niu jest co do wartoSci bezwzglednej takie samo, ale ma przeciwny znak. Zatem szukana diugosc¢
sprezyny w gérnym potozeniu wynosi

l2 = lr — T = (11)
YR T €A (12)
= Zlg 2 g B It 1
a natezenie pradu
Iy
L=1-" (13)

I

Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy

ly =182 cm, I,=121 A. (14)

Punktacja zadania T2.

Strumien objety rozwazanym obwodem (wzér (6)) — 2 pkt.

Zauwazenie, ze sila I jest stala i wzor (7) — 2 pkt.

Polozenie réwnowagi sprezyny (wzér (9) lub réwnowazny) i ustalenie, ze ruch ciezarka jest har-
moniczny — 1 pkt.

Dtugos$é sprezyny w gérnym potozeniu (wzér (12)) — 2 pkt.

Natezenie pradu w gérnym potozeniu (wzér (13)) — 2 pkt.

Wiyniki liczbowe (wzory (14)) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania T3

a) Rozwazmy sytuacje, w ktérej wewnetrzne naczynie ma taka sama temperature jak zewnetrzne.
Moc promieniowania wysylanego przez cialo jest proporcjonalna do jego powierzchni, a poniewaz
powierzchnia naczynia wewnetrznego jest S,, /S, razy mniejsza niz powierzchnia naczynia zewnetrznego,
zatem wewnetrzne naczynie wypromieniowuje moc PS,,/S..

7 drugiej zasady termodynamiki wynika, ze gdy temperatury obu naczyn sa réwne, to moc
promieniowania padajacego na naczynie wewnetrzne musi by¢ réwna mocy promieniowania wysylanego
przez nie. W przeciwnym razie jego temperatura ulegalaby zmianie i mieliby$my do czynienia z
samoistnym réznicowaniem sie temperatur cial pozostajacych w kontakcie termicznym. Zatem moc
promieniowania padajacego na naczynie wewnetrzne wynosi P.S,,/S..

b) Moc wypromieniowywana przez naczynie wewnetrzne o temperaturze T, wynosi

4
PwIZA'Sw'O'Tw.
7 podanego w tresci zadania wzoru i z wlasnoSci ciatla doskonale szarego wynika, ze moc pochila-
niana przez naczynie wewnetrzne jest réwna

PwZ:A-%-aTjSZ:A-Sw-gTj.

z

Czyli sumaryczna moc doplywajaca do naczynia wewnetrznego wynosi

Py=A-Sy-0(T}=Ty). (15)

Ta moc powoduje odparowywanie cieczy z szybkoscia P, /c,. Poczatkowo w naczyniu byla masa
cieczy m = 4nR3 p/3, zatem catkowity czas odparowywania wyniesie

t = m?ip = (16)
N BAJI(R;;‘? - 1) (17)

Podstawiajac dane liczbowe i uwzgledniajac, ze o = 5,67 - 10~ kW/(m?K*) otrzymamy
£ ~ 23000 s/A = 6,4 h/A. (18)

Warto$é stalej A nie byla podana w treSci zadania. Dla A = 1 (cialo doskonale czarne) otrzy-
maliby$my po prostu ¢t = 6,4 h, ale np. dla wypolerowanego metalu o wartosci A = 0,1 szukany czas
wzrasta do 64 h.

Punktacja zadania T3.

a) Uzasadnienie podanego wzoru — 3 pkt.

b) Sumaryczna moc doplywajaca do naczynia wewnetrznego (wzér (15)) wraz z wyprowadze-
niem — 2 pkt.

Ogdlny wzor na czas odparowania (wzér (16)) — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzér (17)) — 2 pkt.

Wynik liczbowy (wzér (18)) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania T4 (numerycznego)
Réwnania ruchu
Ruch rozwazanego ciata bedzie sie odbywal w plaszczyZnie xy, zgodnie z réwnaniami ruchu

0, = 200, (19)
=20 £l

gdzie a,, a, sa przyspieszeniami w kierunkach odpowiednio = oraz y, r = /22 + y?, natomiast
F(r) = —kr — br? — zgodnie z trescig zadania.
Wygodnie jest wprowadzi¢ zmienne bezwymiarowe (wykorzystujemy to, ze k i m sa dodatnie, a

Ty — niezerowe)
k
T=y2t, x==,y=2L (21)
m i) To

dX m 1 dx dy m 1 dy
= = /=== = =,/Z==22 22
v dr kxodt’ ¥V dT k xq dt (22)

W nowych zmiennych réwnania ruchu przyjma postaé

‘gf = X - BXVX?+Y? (23)
dX
dv,,
=Y - BYVX?+Y?, (25)
dY
a7 = Vi, (26)

gdzie B = Ztbwg. Wida¢, ze zredukowali$my liczbe niezaleznych parametréow z 3 do 1, co jest
szczegblnie wazne przy rozwazaniu réznych mozliwych sytuacji.
Do powyzszych réwnan nalezy doda¢ warunek, ze dla "= 0 (czyli t = 0)

X=1 Y =0, (27)
‘/a: = Oa ‘/y - ‘/y(b (28)
i — /m1
gdzie Vyo = /7 25 Uyo-
Algorytm numeryczny
i i ieni ax AX dY AY  dVy AV,  dVy
W celu rozwigzania numerycznego, zamieniamy %= — 5, 95 — 27, TF — A5 Ib

%, gdzie A odpowiada réznicy miedzy wartoscia w chwili 7, oraz w chwili T,,,, = T, + AT,
co prowadzi do uktadu réwnan réznicowych. Jest to bardzo wiele algorytméw, pozwalajacych na
numeryczne rozwigzanie rozwazanego zagadnienia. W niniejszym rozwiazaniu krok dzielimy na dwie
czeci: najpierw wyznaczamy polozenie w chwili 7, + AT/2, w tym polozeniu obliczamy sile, na jej
podstawie wyznaczmy predko$¢ w chwili T}, + AT, a nastepnie polozenie w chwili T,, + AT. W efekcie
dostajemy nastepujacy réwnan uklad réwnan rekurencyjnych, wiazacy potozenie ciata w chwili 7}, z
potozeniem w chwili 7;, 1



Xn+1/2 - Xn + ‘/xn : AT/Q,
Yn+1/2 = Yn + ‘/yn ’ AT/27

(29)

(30)

Ruije = [X2,,  +Y2, . (31)
Vent1 = Vo n+ (—Xns12 — BXRyi12) - AT, (32)
(33)

(34)

(35)

Vyni1 = Vyn+ (—Yas12 — BY Rypp2) - AT,
Xn+1 = Xn+1/2 + V;c n+1° AT/27
Yoi1 = Yori2 +Vy ngr - AT/2.

Algorytm odpowiadajacy powyzszym réwnaniom jest znacznie efektywniejszy od algorytmu, w ktérym
potozenie i predko$¢ w chwili T;, + AT wyznaczamy wprost na podstawie sity odpowiadajacej potoze-
niu w chwili 7,.

Do powyzszego uktadu réwnan nalezy doda¢ warunek, ze w chwili 7' =0 = Tj

Xo=1, Yy =0, (36)

Im 1
‘/;*O = 0, V;/Q = Ex—o’l}yo. (37)

Powyzsze réwnanie rekurencyjne mozna wykorzystaé w arkuszu kalkulacyjnym. W arkuszu
dostepnym na stronie www.kgof.edu.pl utworzono kolumny

n Xn Yn Vxn Vyn  Xn+1/2 Yn+1/2 Rn+1/2  Vxn+l Vyn+1
X1 yn t

gdzie n jest numerem kroku (i jednocze$nie numeruje wiersze), a wyrazenia w pozostatych kolum-
nach odpowiadaja wyrazeniom pojawiajacym sie w rozwazanym réwnaniach rekurencyjnych. Wartoéci
Xn Yn Vx n Vy n dla n=1 sg okredlone na podstawie wartosci poczatkowych. Nie ma
kolumn odpowiadajacych X, 1 oraz Y, 1, gdyz X,,11 oraz Y,, .1 to po prostu X,, oraz Y,, w nastepnym
wierszu. Na podstawie wartoSci z kolumn xn oraz yn jest robiony wykres, przy czym brane sa pod
uwage wiersze dla t od 0 do 100 (sekund).

Rozwazane réwnania rekurencyjne bardzo tatwo jest réwniez przeksztalci¢ na program kompu-
terowy, ktory w petli obliczamy nastepne wartoSci polozenia i predkosci, zgodnie z nastepujacym
pseudokodem

X=X+ Vzxdl)/2
Y=Y+ Vyxdl'/2
R = pierwiastek(X « X +Y *Y)
Ve=Ve—(X+B*Xx*xR)*xdl
Vy=Vy— Y +B*Y xR)*dl
X=X+ Vrxdl)/2
Y=Y +Vyxdl'/2

Do powyzszych polecert wykonywanych w petli, nalezy doda¢ przypisanie poczatkowych wartoSci
zmiennym X, Y, Vx oraz Vy, zapisywanie warto$ci X i Y obliczonych w danym kroku (lub rysowanie)
oraz warunek korica iteracji (chwila ¢ = 100 s, czyli T = \/g 100 s). Programy w C++ oraz w Logo
dziatajace zgodnie z powyzszym algorytmem sa dotaczone do rozwiazania dostepnego na stronie

KGOF.

Krok czasowy oraz sprawdzenie dokladno$ci
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Dla kazdej z podanych w tresci zadania wartoéci parametru b wykonano wykresy dla d7" = 0, 05
(2000 krokéw) oraz dT" = 0,025 (4000 krokéw) dla czasu t od 0 s do 100 s. Poniewaz dla danego
b wykresy byly wizualnie identyczne, a w szczegdlnosci konicowe polozenie ciata bylo takie samo (w
ramach dokladnosci odczytu polozenia z wykresu) dla obu rozwazanych wartosci d7’, uznano, ze
dT = 0,05 gwarantuje wystarczajaca dokladnos¢.

Dodatkowo przeanalizowano przypadek b = 0. Jest to zwykly dwuwymiarowy oscylator harmon-
iczny, ktérego ruch mozna wyznaczy¢ $cisle. Wiadomo, ze cialo w tym przypadku powinno poruszaé
sie po elipsie, przy czym, biorac pod uwage warunki poczatkowe, maksymalne wychylenie w kierunku
2 powinno wynosi¢ zy, natomiast maksymalne wychylenie w kierunku y, zgodnie z zasada zachowania
energii, powinno wynosic¢ \/%vyo = 2 m. Otrzymany wykres jest w pelni zgodny z tymi wynikami
teoretycznymi.

Dyskusja otrzymanych wykreséw

W przypadku b = 0 zgodnie z oczekiwaniami ruch odbywa sie po elipsie o krétszej pétosi o
dlugosci 0,5 m i dluzszej o dlugoéci 2 m. Nie mozna tego ustali¢ na podstawie wykresu, jednak z
warunkow poczatkowych wynika, ze cialo porusza sie po tej elipsie przeciwnie do kierunku ruchu
wskazowek zegara.
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Rysunek 1. Tor ruchu ciala na sprezynce w przypadku b = 0



W przypadku b = 0,1 N/m? maksymalne wychylenie ciala jest mniejsze niz w przypadku b =
0. Jest to oczekiwane gdyz ze wzrostem b ro$nie (przy ustalonej odleglosci ciala od $rodka) sita
przyciagajaca cialo. Tor nie jest juz krzywa zamknieta - ruch mozna opisa¢ jako zlozenie ruchu
po krzywej zamknietej zblizonej do elipsy i obrotu tej krzywej ze stala predkoscia, zwykle w takich
przypadkach nazywana predkoScia precesji.
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Rysunek 2. Tor ruchu ciata na sprezynce w przypadku b = 0,1 N/m?



W przypadku b = 0,2 N/m? zgodnie z oczekiwaniami maksymalne wychylenie ciata jest mniejsze
niz w przypadku b = 0,1 N/m? Predkoé¢ precesji jest w przyblizeniu dwukrotnie wicksza niz w
poprzednim przypadku.
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Rysunek 3. Tor ruchu ciata na sprezynce w przypadku b = 0,2 N/m?



W przypadku b = —0,1 N/m? maksymalne wychylenie ciata jest wicksze niz w przypadku b = 0
— przy tej samej odlegloici ciata od $rodka, sita przyciagajaca cialo jest mniejsza. Precesja odbywa
sie w przeciwna strone niz w przypadkach, b > 0 a warto$¢ bezwzgledna jej predkos¢ jest zblizona
do predkosci precesji dla b = —0,1 N/m?.
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Rysunek 4. Tor ruchu ciala na sprezynce w przypadku b = -0,1 N/m?



W przypadku b = —0,2 N/m? zgodnie z oczekiwaniami maksymalne wychylenie ciala jest wieksze
niz w przypadku b = —0, 1, wieksza jest rowniez warto$¢ bezwzgledna predkosci precesji. Ta wartos$¢
jest jednak znaczaco wieksza niz w przypadku b = 0,2 N/m?.
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Rysunek 5. Tor ruchu ciala na sprezynce w przypadku b = -0,2 N/m?

Punktacja zadania T4 (numerycznego)

Réwnania ruchu klocka wraz z warunkami poczatkowymi — 1 pkt.

Uklad réwnan réznicowych lub rekurencyjnych pozwalajacy na numeryczne wyznaczenie ruchu —
2 pkt.

Opis algorytmu oraz sposobu jego implementacji — 1 pkt.

Przedstawienie sposobu weryfikacji prawidlowoéci otrzymanych wykreséw — 2 pkt.

Wykresy zgodne z przedstawionymi w rozwiazaniu wzorcowym — 3 pkt.

Dyskusja otrzymanych wynikéw - 1 pkt.

Uwaga: nie jest wymagane, aby rozwigzanie zawieralo przejscie do zmiennych bezwymiarowych.
Uwaga dla Komitetéw Okregowych:
Nie jest wymagane przedstawienie réwnan ruchu w postaci ((23)-(26)).
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