Rozwiazanie zadania T1.

Przypadek a)

7 uwagi na duza mase klocka mozemy przyjac, ze pozostaje on nieruchomy, natomiast cialo naj-
pierw zsuwa sie z wysokoSci h/2 po pochylej czesci klocka, a nastepnie spada swobodnie z wysokosci
h/2 z predkoscia poczatkows skierowana pod katem 45° do pionu.

7 zasady zachowania energii wnioskujemy, ze w momencie oderwania od klocka warto$¢ predkosci

ciala jest réwna
v1 = +/gh. (1)

Pozioma skladowa predkosci to vy, = v1/ \/5, a pionowa skladowa to Upien = v1/ V2. Oznaczajac
przez t czas swobodnego spadku ciata, mamy

h 1
5 = §gt2 + Upiont7 (2)
d = vy, - L. (3)

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe na ¢ i wybierajac dodatni pierwiastek, otrzymujemy

_Upion + (Upion)2 + gh

t = : (4)
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Zatem w przypadku a)

_—\/gh/2+\/gh/2+gh.\/ﬁ_\/§—1
= g iz " ©)

Przypadek b)

W tym przypadku ze wzgledu na swa znikoma mase klocek nie wplywa na ruch ciata, wiec porusza
sie ono w kierunku pionowym z przyspieszeniem g. 7 zasady zachowania energii stwierdzamy, ze w
chwili oderwania ciato ma skierowana pionowo predko$¢ vpion = vi = Vgh. Wiezy powoduja, ze
w tym momencie klocek ma predko$¢ v,,, = vy skierowana poziomo. W przypadku b) réwniez
obowiazuja wzory (2), (3) i (4), ale z innymi warto$ciami vyio, Oraz v,,,. Uwzgledniajac ten fakt,
otrzymujemy

d:_M+g”gh+ghﬁ:(ﬂ—1)h. (6)

Szukana odleglosé jest wieksza w przypadku b).

Punktacja zadania T1

Jakosciowy opis zachowania uktadu w przypadku a) — 1 pkt.

Predkos¢ ciala w chwili oderwania w przypadku a) (obie skltadowe) —1 pkt.

Wzory pozwalajace na wyznaczenie szukanej odleglosci (wzory (2), (3) i (4) lub réwnowazne) —
3 pkt.

Odleglos¢ w przypadku a) (wzér (5)) — 1 pkt.

Jakosciowy opis zachowania uktadu w przypadku b) — 1 pkt.

Predkos¢ ciata w chwili oderwania w przypadku b), w tym zauwazenie, ze jest ona pionowa —1 pkt.

Odleglo$¢ w przypadku b) (wzér (6)) — 1 pkt.

Whiosek, ze szukana odlegto$¢ w przypadku b) jest wieksza niz w przypadku b) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania T2
W stanie poczatkowym spelniony jest warunek réwnowagi mechanicznej oraz réwnanie stanu gazu
doskonalego

po = Mg/S5, (7)
poVo = N R1q, (8)
gdzie py jest ciSnieniem w cylindrze, N — liczbg moli gazu w cylindrze, a R — uniwersalng stala

gazowa,.

Po postawieniu na tloku ciezarka o masie m tlok zaczynie sie obniza¢ ze wzrastajaca predkoscia.
Objetos¢ gazu bedzie malala, a ci$nienie bedzie wzrasta¢. Nawet gdy ci$nienie w cylindrze osiagnie
(M +m)g/S, ze wzgledu na bezwladno$é¢ tlok nadal bedzie sie obnizal. Po osiagnieciu pewnej
minimalnej wysokoSci tlok zacznie sie podnosi¢, a nastepnie znowu opuszcza¢. Beda wystepowaly
drgania tloka (podnoszenie i opuszczanie). Ten proces nie jest procesem odwracalnym — podczas
sprezania gazu sila dzialajaca na tlok jest nieco wieksza niz podczas rozprezania. W efekcie, mimo
izolacji termicznej od otoczenia, energia wewnetrzna gazu bedzie wzrasta¢ kosztem energii drgan
tloka. Po odpowiednio dlugim czasie drgania ttoka ustana.

W stanie koficowym mamy réwnowage mechaniczng

pe = (M +m)g/S, (9)
oraz spelione jest rownanie stanu gazu doskonatego
»Vk = NRT, (10)

gdzie py,Vi oraz Ty sa odpowiednio ci$nieniem, objetoscia i temperatura gazu w stanie koncowym.
7 zasady zachowania energii zmniejszenie energii potencjalnej cylindra i masy jest réwne wzros-
towi energii wewnetrznej gazu, czyli
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§NR (Tx — To) = (M +m) gd, (11)
gdzie d jest wysokoécia, o jaka obnizyl sie tlok, réwna
Vo - Vi
d= : 12
. (12)
Po przeksztalceniach dostajemy
2m

Punktacja zadania T2

Warunek réwnowagi mechanicznej w stanie konicowym (wzér (9)) — 2 pkt.
Zasada zachowania energii (wzér (11) lub réwnowazny) — 3 pkt.
Wykorzystanie rownania stanu gazu doskonalego — 2 pkt.

Wynik koncowy (wzér (13)) — 3 pkt.

Rozwiazanie zadania T3

Rys. 1. Schemat ukladu realizujacego warunki zadania.
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Jednym z mozliwych rozwiazan jest schemat zamieszczony na Rys.1. Wykorzystuje on fakty, ze
cewka przeciwstawia sie zmianom plynacego przez nia pradu, natomiast przez naladowany konden-
sator prad nie plynie.

Obecnos¢ cewki w dolnej gatezi powoduje, ze w chwili poczatkowej prad ptynie tylko przez gérna
i srodkowa galaz, zatem R; - Ry/ (R; + R2) = 5 2 (kondensator poczatkowo nie jest naladowany, wiec
w tym momencie nie przeciwstawia sie on pltynieciu pradu). Przy odpowiednim doborze parametréw
C'i L (zob. nizej) po czasie 1 ms prad w srodkowej galezi zaniknie (kondensator bedzie naladowany),
zanim zacznie pltyna¢ znaczacy prad w galezi dolnej, stad Ry = 10 €2, a z oporu zastepczego podanego
wyzej mamy Re = 10 Q. Wreszcie po dlugim czasie prad bedzie plynal zaréwno w gérnej, jak
i w dolnej galezi. Poniewaz prad plynacy w gornej galezi ma natezenie 0,5 A, w dolnej bedzie ptynat
prad o natezeniu 1,5 A, czyli Rz = 3,33 Q.

Czas charakterystyczny dla zmian pradu w obwodzie RC' jest rzedu iloczynu R - C, a w obwodzie
RL — rzedu ilorazu L/R. Dlatego warto$¢ RoC powinna by¢ wieksza od 1 ps i mniejsza od 1 ms —
np. 0,2 ms (C =~ 20 uF), natomiast warto§¢ L/Rs powinna by¢ wieksza od 1 ms i mniejsza od 1 s,
np. 0,2s (L~ 0,7 H).

Punktacja zadania T3

Wykorzystanie kondensatora jako elementu niemajacego wplywu na poczatkowy przepltyw pradu,
ale blokujacego ten przeptyw po natadowaniu — 2 pkt.

Wykorzystanie cewki jako elementu blokujacego poczatkowo przeplyw pradu, ale pozwalajacego
na ten przepltyw po dhuzszym czasie — 2 pkt.

Uklad prowadzacy do oczekiwanego zachowania na 1. etapie (pierwsze kilka mikrosekund) wraz
z podaniem wartos$ci parametréw liczbowych odpowiednich elementéw — 2 pkt.

Uklad prowadzacy do oczekiwanego zachowania na 2. etapie (po uptywie 1 ms) wraz z podaniem
wartoéci parametréw liczbowych odpowiednich elementéw — 2 pkt.

Uktad prowadzacy do oczekiwanego zachowania na 3. etapie (po uptywie 1 s) wraz z podaniem
wartoéci parametréw liczbowych odpowiednich elementéw — 2 pkt.

Rozwiazanie zadania T4 (numerycznego)

Réwnania ruchu

Kulka porusza sie po okregu o promieniu /. Styczna do okregu skladowa sila dzialajacej na kulke
jest dana wzorem

Fs=—mgsina—b-v-|v|,

gdzie « jest katem odchylenia nici od pionu, —mg sin @ — odpowiednia sktadows sity ciezkosci (znak
»—  wskazuje, ze sila ta przeciwstawia sie odchyleniu), v = [ % — predkoscia kulki, —b - v - |v| — silg
oporu (taki zapis gwarantuje, ze jest ona skierowana przeciwnie do predkosci).

Ruch kulki jest zatem okre$lony przez réwnanie

g . bl
e=—=sina— —w|wl,
m

l

Gdzie ¢ = Cé—“;, w = Cé—‘;‘ Roéwnanie to mozna przepisa¢ w postaci ukladu réwnan

d—w——gsina—ﬂw\w\
dt 1 m ’
do_
a7

Gdy wprowadzimy zmienne bezwymiarowe T = \/?t, 2 =w/ ﬂ , ten uktad réwnan przyjmie



posta¢ zawierajacag tylko jedna stala B = %

ag
dT
do

— = .
dT

= —sina— B- 2|02,

Do powyzszych réwnan nalezy doda¢ warunek, ze dla "= 0 (czyli t = 0)

™

a=g 2=0. (14)

Algorytm numeryczny

W celu rozwiazania numerycznego zamieniamy g—% — %, g—g — %, gdzie AT odpowiada réznicy
miedzy wartoécia w chwili T, oraz w chwili T}, = T}, + AT. Prowadzi to do ukladu réwnan rézni-
cowych. Istnieje bardzo wiele algorytméw pozwalajacych na numeryczne rozwigzanie rozwazanego
zagadnienia. W niniejszym rozwiazaniu krok dzielimy na dwie czedci: najpierw wyznaczamy poloze-
nie w chwili 7,, + AT/2, w tym polozeniu obliczamy site, na jej podstawie wyznaczamy predko$¢ w
chwili T,, + AT, a nastepnie polozenie w chwili T,, + AT. W efekcie dostajemy nastepujacy uktad
rownan rekurencyjnych wiazacy odchylenie kulki w chwili 7, z odchyleniem w chwili 7}, 1:

Qpi1/2 = Qp + .Qn : AT/Q, (15)
Qi = 12, — (sin Qpy1j2 + B - 02, |Qn|) - AT, (16)
Oén+1 = Oén+1/2 + \Qn+1 . AT/2 (]_7)

Algorytm odpowiadajacy powyzszym réwnaniom jest przy tej samej warto$ci AT znacznie doklad-
niejszy od algorytmu, w ktérym potozenie i predkos¢ w chwili T;,, + AT wyznaczamy wprost na
podstawie silty odpowiadajacej potozeniu w chwili 7;,.

Do powyzszego ukltadu réwnan nalezy doda¢ warunki (14) odpowiadajace chwili T'= 0 = T

g = g, .Qo =0. (18)

Powyzsze réwnania rekurencyjne (15)—(17) mozna wykorzysta¢ w arkuszu kalkulacyjnym. W
arkuszu dostepnym na stronie www.kgof .edu.pl utworzono kolumny

n Qp 2 Qpi1/2 [0/} Qpi1 T t (s)
gdzie n jest numerem kroku (i jednocze$nie numeruje wiersze), a wyrazenia w pozostatych kolumnach
odpowiadaja wyrazeniom pojawiajacym sie w rozwazanych réwnaniach rekurencyjnych. Wartosci av,
oraz {2, dlan = 0 sa okre$lone na podstawie wartoéci poczatkowych. Na podstawie wartoéci z kolumn
oy, oraz t (s) sporzadzono wykres, przy czym wzieto pod uwage wiersze dla ¢ od 0 do 100 sekund.

Rozwazane réwnania rekurencyjne bardzo latwo jest rowniez przeksztalci¢ na program kompu-
terowy, ktéry oblicza w petli kolejne warto$ci polozenia i predko$ci zgodnie z nastepujacym pseu-
dokodem (poniewaz wiekszo$¢ programéw komputerowych nie akceptuje greckich liter, zamiast «, {2
oraz AT uzyliémy odpowiednio oznaczen alfa, Omega oraz dT)

alfa= alfa + Omega * dT/2
Omega= Omega — (sin(alfa) + B * Omega * abs(Omega)) * dT
alfa= alfa + Omega * dT/2

Do powyzszych polecenn wykonywanych w petli nalezy doda¢ przypisanie poczatkowych wartosci
zmiennym alfa oraz Omega, zapisywanie wartosci alfa i Omega obliczonych w danym kroku (lub
rysowanie) oraz warunek konca iteracji (chwila ¢ = 100 s, czyli T = \/? 100 s = 313). Programy
w C++ oraz w Logo dzialajace zgodnie z powyzszym algorytmem sa dolaczone do rozwigzania
dostepnego na stronie KGOF.



Krok czasowy oraz sprawdzenie dokladnosci

Dla kazdej z podanych w tresci zadania warto$ci parametru b wykonano wykresy dla AT = 0,1565
(2000 krokéw) oraz AT = 0,07825 (4000 krokéw) dla czasu ¢t od 0 s do 100 s. Poniewaz dla danego
b wykresy byly wizualnie nieodréznialne, a w szczegdlnosci koricowe polozenie ciala bylo takie samo
(w ramach dokladno$ci odczytu potozenia z wykresu) dla obu rozwazanych wartosci AT, uznano, ze
AT = 0,07825 gwarantuje wystarczajaca doktadnosé.
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Rys 2. Wykres ruchu kulki dla b = 0.
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Rys 3. Wykres ruchu kulki dla b = 0,0025 N s?/m?.
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Rys 4. Wykres ruchu kulki dla b = 0,01 N s?/m?.

Wstepna dyskusja otrzymanych wykreséw

W przypadku b = 0 zgodnie z oczekiwaniami mamy do czynienia z drganiami niettumionymi. Dla
b > 0 drgania sg tlumione, przy czym szybko$¢ tlumienia wzrasta ze wzrostem b.

Czas, po ktérym amplituda drgan spadnie do polowy, oraz czas, po ktérym spadnie
do jednej czwartej poczatkowej wartosci

Szukane czasy wyznaczono z wykresu. Zgodnie z poleceniem odczytano czasy odpowiadajace
maksymalnym warto$ciom odchylenia zblizonym do 7/4 = 0,79 oraz do 7/8 = 0,39.

Otrzymane wartosci sa nastepujace:



e dla b = 0: drgania nie sa ttumione, zatem szukane czasy nie istnieja,

e dla b = 0,0025: czas spadku amplitudy do potowy T}, = 19 s, czas spadku amplitudy do jedne;
czwartej 114 ~ 57 s,

e dla b = 0,01: czas spadku amplitudy do potowy 17,2 =~ 5 s, czas spadku amplitudy do jedne;
czwartej 114 ~ 14 s.

Zauwazmy, ze poniewaz drgania sa tlumione, pojecie amplitudy drgan nie jest doktadnie okreslone.
Poniewaz okres drgan wynosi okoto 2 s i ze wzgledu na niedokladnoéci przy odczytywaniu danych
z wykresu, przyjeto, ze niepewnos$¢ powyzszych wynikéw wynosi 1 s.

Dyskusja otrzymanych czaséw tlumienia oraz otrzymanych wykreséw

Zauwazmy, ze w obu przypadkach, w ktérych wystepuje thumienie, mamy 74,4 > 2T/, (podczas
gdy w przypadku sity oporu proporcjonalnej do predkosci zachodzitaby réwnosc¢ T4,y = 2 - T /9, tak
jak dla rozpadu promieniotworczego). Jest to zgodne z oczekiwaniem — szybszy wzrost thumienia ze
wzrostem predkosci oznacza rownocze$nie szybszy spadek tlumienia ze spadkiem predkosci, a wiec
ze spadkiem amplitudy. Réwniez przyjrzenie sie otrzymanym wykresom, szczegdlnie w przypadku
b = 0,01, prowadzi do wniosku, ze poczatkowo mamy do czynienia z silnym tlumieniem, jednak dla
wiekszych czaséw (powyzej 60 s) szybkos$é spadku amplitudy drgan znaczaco maleje.

Punktacja zadania T4 (numerycznego)

Réwnanie ruchu kulki wraz z warunkami poczatkowymi — 1 pkt.

Uklad réwnan réznicowych lub rekurencyjnych pozwalajacy na numeryczne wyznaczenie ruchu —
1 pkt.

Opis algorytmu oraz sposobu jego implementacji — 1 pkt.

Przedstawienie sposobu weryfikacji prawidlowoéci otrzymanych wykreséw — 2 pkt.

Wykresy zgodne z przedstawionymi w rozwiazaniu wzorcowym — 2 pkt.

Czasy ttumienia zgodne z otrzymanymi powyzej (wraz z podaniem niepewno$ci wyniku) — 2 pkt.

Jakodciowe omoéwienie otrzymanych wynikéw — 1 pkt.

Uwaga: nie jest wymagane, aby rozwiazanie zawieralo przejscie do zmiennych bezwymiarowych.



