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ROZWIAZANIA ZADAN ZAWODOW I STOPNIA

N7/ RS CZESC 11
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ZADANIA CZESCI II (termin wysylania rozwigzan — 16 listopada 2018r.)

ZADANIA TEORETYCZNE

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan
teoretycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymacé¢ maksimum 20 punktow.

Zadanie T1.

Rys. do zad. T1.

Ramka z ruchoma i poruszajaca sie bez tarcia poprzeczka znajduje sie w prostopadtym do
ramki jednorodnym polu magnetycznym, ktorego indukcja zalezy od czasu zgodnie ze wzorem
B = Bysinwt. Masa poprzeczki wynosi m, jej dtugos¢ [, opor elektryczny R. Opoér elektryczny
nieruchomej czesci ramki jest pomijalnie maty.

Oblicz amplitude drgan poprzeczki wiedzac, ze jej srednia odlegtos¢ od lewego boku ramki
jest réwna xg.

Przyjmij, ze szukana amplituda jest znacznie mniejsza od xy. Pomin pole magnetyczne pocho-
dzace od pradu ptynacego w ramce. Pomin zmiany powierzchni ograniczonej ramka i poprzeczka.

Zadanie T2.

Grawitacja zmienia kierunek promieni $wietlnych, co moze dawac efekt podobny do sku-
piania promieni przez soczewke. Dzieki soczewkowaniu grawitacyjnemu zaobserwowano gwiazde
odlegly od Ziemi o d = 9 miliardéw lat $wietlnych, co odpowiada krancom obserwowanego
Wszechswiata. Przyczyna tego soczewkowania jest gromada galaktyk MACS J1149+-2223, ktora
lezy w przyblizeniu w potowie odlegtosci od zaobserwowanej gwiazdy. Soczewkowanie zwieksza
obserwowang jasnos¢ okoto 1000 razy, a szacowany promien tej gwiazdy to R = 1000 promieni
Stonca. Porownajmy soczewkowanie grawitacyjne do dziatania zwyktej soczewki szklanej.

Przyjmijmy, ze w miejscu, gdzie znajduje sie gromada galaktyk, znajduje sie cienka soczew-
ka optyczna. Ogniskowa tej soczewki jest taka, ze obraz gwiazdy tworzy sie miedzy Ziemia a
gromada galaktyk w odlegtosci od Ziemi znacznie wickszej od promienia gwiazdy, ale znacznie
mniejszej od d. Wyznacz srednice D tej soczewki.

Poréwnaj otrzymang warto$¢ D z typowymi rozmiarami galaktyk.
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Zadanie T3.

Trzy mate ciatla o masie m kazde znajduja si¢ w przestrzeni kosmicznej z dala od innych
obiektéw, poczatkowo w wierzchotkach trojkata rownobocznego o boku b. W chwili poczatkowe;j
predkosé kazdego ciata wynosi v i jest rownolegta do boku przeciwlegtego do danego wierzchotka
— patrz rysunek.

Rys. do zad. T3.

Wyznacz minimalna odleglo$é, na jaka ciala zbliza sie do siebie.

Zadanie T4.

Agent J. B. ma za zadanie dostarczenie przesytki z punktu A do odlegtego od niego o a = 2 km
punktu B. Aby temu przeszkodzié, zty dr N. umiescit w punkcie C silne Zrédto promieniowania
gamma. Odlegto$é AC jest réwna odlegtoéci BC i jest réwna a. Zrédlo promieniuje izotropowo
i miedzy nim a agentem nie ma niczego, co pochtania to promieniowanie.

Wiedzac o tym, agent postanawia przedostac si¢ z A do B po tuku okregu omijajacym punkt
C. Wyznacz numerycznie z doktadnoscia do 50 m, jaki powinien by¢ promien tego okregu, aby
agent J. B. otrzymal najmniejsza mozliwa dawke promieniowania.

Predkos¢ agenta jest stata i nie zalezy od promienia okregu. Dawka promieniowania, jaka
agent pochtania w jednostce czasu, zalezy tylko od jego odlegtosci od zrodta promieniowania.

Uwagi:

Zadanie mozna rozwigzacé stosujac zaawansowane metody matematyczne, jednak oczekujemy
rozwigzania numerycznego zaréwno jesli chodzi o wyznaczenie dawki, jaka agent otrzyma przy
zatozonym promieniu okregu, jak i znalezienie optymalnego promienia okregu.

Rozwiazanie powinno zawiera¢: wzory uzywane w rozwiazaniu (wraz z wyprowadzeniem lub
uzasadnieniem), opis zastosowanego algorytmu, opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyj-
nego) uzytego do rozwiazania wraz ze sposobem zagwarantowania (lub sprawdzenia) wlasciwej
doktadnosci wyniku.

Nie jest dopuszczalne uzycie programéw do obliczen symbolicznych lub gotowych programéw
wyznaczajacych catki badZ minima numerycznie.

Dodatkowe wskazoéwki dotyczace rozwigzywania zadan numerycznych znajdziesz w tresciach
i rozwigzaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.
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ZADANIA DOSWIADCZALNE

Nalezy przestaé rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadan
doswiadczalnych. Za kazde z zadan doswiadczalnych mozna otrzymaé¢ maksymalnie
40 punktéw.

Zadanie D1.
Majac do dyspozycji:

naczynie z przezroczystymi sciankami wypetione do 3/4 wysokosci woda, na ktérej znaj-
duje sie ok. 10 mm warstwa oleju rzepakowego,

linijke,

paski papieru milimetrowego o szerokosci ok. 5 mm,

olej rzepakowy (taki sam, jak uzyty do utworzenia poczatkowej warstwy oleju w szklance),
ktory mozna dolewaé do szklanki,

wskaznik laserowy o mocy ok. 1-5 mW, do wyboru czerwony lub zielony, przy czym nalezy
jasno podkresli¢, ktory zostat uzyty,

wyznacz wzgledny wspotczynnik zatamania uzytego swiatta laserowego na granicy olej-woda.

Zadanie D2.
Majac do dyspozycji:

emaliowany drut miedziany o $rednicy (0,1 — 0,15)mm,

smartfon z czujnikiem typu magnetometr lub kompas, umozliwiajagcym pomiar wartosci
indukcji pola magnetycznego,

nozyczki lub nozyk,
tasme miernicza,
tasme klejaca,
papier milimetrowy,

bateri¢ alkaliczng AA o napieciu nominalnym 1,5 V

wyznacz dla uzytego drutu opér na jednostke dtugosci.

Do rozwigzania zadania dotacz 20-centymetrowy odcinek wykorzystanego drutu.

Uwagi:

1.
2.

Przyjmij, ze sita elektromotoryczna baterii jest rowna jej napieciu nominalnemu.

Aby przeciwdziataé zbyt szybkiemu roztadowaniu baterii nie zwieraj jej odcinkiem drutu
krotszym niz 1 m.

. Wigkszos¢ wspotezesnych smartfonéw posiada odpowiedni czujnik, chociaz odczyt liczbo-

wej wartosci pola magnetycznego moze wymagaé zainstalowania odpowiedniej aplikacji.
Przyktadowe odnosniki znajduja sie na stronie www.kgof .edu.pl/extra/magn.
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4. Sensor pola magnetycznego ma niewielki rozmiar i w r6znych modelach smartfonéw jest
zlokalizowany w réznych miejscach. Wyznaczenie jego potozenia — o ile jest ono istotne
dla danej metody rozwigzania zadania — powinno by¢ réwniez elementem rozwigzania.

Zadanie D3.
Majac do dyspozycji:

e ludzki wlos o dtugosci 35-40 cm,

e papier milimetrowy,

e 15 spinaczy biurowych o znanej masie,

e dwa statywy lub inne elementy umozliwiajace zamocowanie wtosa,

wyznacz wspotezynnik sprezystosci wlosa A = k - Ly taki, ze sita naciagu wlosa F' =k - AL, za$
Lo i AL oznaczaja odpowiednio dtugos¢ swobodng i wydtuzenie wtosa.

ROZWIAZANIA

Rozwigzanie zadania T1
Zgodnie z rysunkiem z tre$ci zadania zmienna odleglo$é poprzeczki od lewego boku ramki
jest rowna x. Strumien indukcji magnetycznej przez ramke wynosi

¢=S5-B=S5"-Bjsinwt, (1)

gdzie S jest powierzchnig ramki. Zgodnie z trescia zadania mozemy przyjaé, ze S jest state i
rowne xol. Zatem w przyblizeniu otrzymujemy

® =~ x4yl By sin wt. (2)
Zgodnie z prawem Faradaya
do
E=—— 3
=, 3)

sita elektromotoryczna indukeji wynosi
& ~ —lByxow cos wt. (4)

Natezenie pragdu w ramce jest opisane wzorem

£
=== 5
. )
B
~ —foxow cos wt. (6)

Ze wzoru na sit¢ elektrodynamiczna otrzymujemy, ze sita dzialajaca na poprzeczke jest rowna

F=1IB~ (7)
~— l2]§g (row coswt) sinwt = _522%% Tow sin 2wt. (8)
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Sita ta jest prostopadita do poprzeczki i lezy w plaszczyznie ramki. Jej zwrot jest taki, ze stara
sie przeciwstawia¢ zmianie @ — czyli F' < 0 oznacza, ze na rysunku z tresci zadania sita dziata
w lewo. Zatem przyspieszenie poprzeczki wynosi

1>B?

a= —Qm;%:cow sin 2wt. 9)

To przyspieszenie ma taka samg postac¢, jak przyspieszenie oscylatora harmonicznego o cze-
stosci 2w 1 amplitudzie drgan réwnej

1 2B
—— ———TW.
(2w)?2mR™’
Zatem amplituda drgan A jest réwna
2B
= Zo-
8mRw
Warunek, ze amplituda drgan jest znacznie mniejsza od zy oznacza, ze musi zachodzié¢
B2
8mRw

(10)

< 1. (11)

Punktacja zadania T1.

Strumien pola B (wzér (1)) — 1 pkt.

Wykorzystanie prawa Faradaya (wzér (3)) — 1 pkt.

Sita elektromotoryczna (wzoér (4) lub réwnowazny, réwniez nieprzyblizona wersja) — 2 pkt.

Zwiazek miedzy sita elektromotoryczna, a pradem plynacym w ramce (wzér (5) lub niejawne
wykorzystanie tego wzoru) — 1 pkt.

Wykorzystanie wzoru na site elektrodynamiczna (wzér (7) lub niejawne wykorzystanie tego
wzoru) — 1 pkt.

Przyspieszenie poprzeczki (wzor (9) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Szukana amplituda drgan poprzeczki (wzér (10) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Uwaga: przyblizenia moga by¢ zrobione na dowolnym etapie rozwigzania.

Rozwigzanie zadania T2

Przyjmijmy, ze powierzchnia zewnetrznej soczewki instrumentu obserwacyjnego lub Zrenica
oka wynosi S, moc $wiatta wysylanego przez gwiazde to I.

Wyznaczmy najpierw, ile swiatta pada na soczewke instrumentu obserwacyjnego, jesli po-
miedzy nia a gwiazda nie ma zadnych soczewek.

Przez sfere o promieniu d przechodzi cate promieniowanie wystane przez gwiazde, zatem na
rozwazang soczewke instrumentu obserwacyjnego pada $wiatto o catkowitej mocy.

S
 4nd? L.

Rozwazmy teraz efekt dziatania soczewki znajdujacej sie miedzy gwiazda a obserwatorem.

I, (12)

Poniewaz ta soczewka znajduje si¢ w odlegtosci d/2 od gwiazdy, a jej $rednica wynosi D,
z analogicznych jak poprzednio rozwazan wynika, ze pada na nia swiatto o natezeniu

"(5) 0, (13)

]2:47(;[)2 _4d2
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Catle to $wiatto tworzy obraz gwiazdy. Poniewaz odlegtosci gwiazdy oraz jej obrazu od soczewki sa
w przyblizeniu rowne, powiekszenie wynosi 1, a zatem promien obrazu jest réwny promieniowi
gwiazdy R. Obraz gwiazdy tworzy si¢ w odlegloéci od Ziemi znacznie wigkszej od promienia
gwiazdy, ale znacznie mniejszej od odlegtosci od soczewki i z punktu widzenia obserwatora
promienie, ktére utworzyty obraz biegna w kierunku obserwatora réwnolegle do siebie. Zatem
do naszego instrumentu obserwacyjnego wpada $wiatto o mocy

S S D?

Ii=—=——1I. 14
T IR T nR2 42 (14)
Zatem s D2
3
8 _ 15
a wiec

I3
D= \/;R. (16)

7 tresci zadania mamy, ze % = 1000, stad
1

D = V1000R = 3 - 10* Rgjosca- (17)

Rozmiary galaktyk to od kilku tysiecy do kilkuset tysiecy lat swietlnych. Promien Stonca to
okoto 7-10% m, czyli ok. 2,3 sekundy éwietlnej, zatem D jest znacznie mniejsze od rozmiaréw
galaktyk, a tym bardziej od rozmiarow gromad galaktyk.

Punktacja zadania T2.

Moc $wiatta wpadajacego do instrumentu obserwacyjnego przy braku soczewkowania (wzér
(12) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Moc $wiatta padajacego na wyimaginowana soczewke (wzér (13) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Zauwazenie, ze obraz gwiazdy ma promien R — 1 pkt.

Zauwazenie, ze promienie po przejsciu przez obraz sa z punktu widzenia obserwatora réwno-
legte — 1 pkt.

Moc $wiatta wpadajacego do instrumentu obserwacyjnego po przejéciu przez wyimaginowana,
soczewke (wzoér (14) lub réwnowazny) — 1 pkt.

Wzér na szukany promien soczewki (wzor (16)) — 1 pkt.

Wartosé liczbowa promienia soczewki wyrazona w jednostkach Rgionca (Wzr (17)) lub w
innych jednostkach — 1 pkt.

Zauwazenie, ze znaleziony promien soczewki jest znacznie mniejszy od typowego rozmiaru
galaktyki — 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T3

Na uktad nie dziataja zadne sity zewnetrzne, zatem zachowany jest jego catkowity moment
pedu a potozenie Srodka masy nie ulega zmianie. Réwniez energia mechaniczna uktadu jest
zachowana.

7 symetrii uktadu wynika, ze w kazdym momencie ciata beda si¢ znajdowaly w wierzchotkach
trojkata rownobocznego o srodku pokrywajacym sie ze srodkiem poczatkowego trojkata.

Poczatkowa energia grawitacyjna uktadu tych cial wynosi

Gm?
b M

Ey =-3 (18)
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a energia kinetyczna
2

B =3~ (19)

Przyjmijmy, ze najmniejsza odlegto$¢ na jaka si¢ zblizg te ciata to by, a predkosci w chwili
najwiekszego zblizenia to vy. Zauwazmy, ze w momencie najwiekszego zblizenia, predkosci ciat
sg rownolegte do odpowiednich bokow tréjkata utworzonego przez ciata, a zatem sg prostopadte
do odcinka taczacego srodek masy uktadu z odpowiednim ciatem.

Moment pedu uktadu jest zachowany, co oznacza, ze

V3 V3

va?b == 3mU2?b2, (20)
czyli
’ 1)
Vg = V.
2 by
Zachowana jest tez energia mechaniczna
mv?  _Gm? mvs  _Gm?
3—-3 =3—2-3 22
2 b 2 by (22)

Uwzgledniajac wzor na vq, otrzymujemy

mv?  _Gm? mv? b _Gm?
3 -3 =3 - —3—. 23
2 b R (23)
Jest to réwnanie kwadratowe na é, ktorego jednym rozwigzaniem jest %, a drugim
1 1 /2Gm
— == —1). 24
bQ b ( v2b > ( )
Zatem .
bo = 36w —7- (25)
w2

Jesli 252” —1 > 1, czyli Gm > v*b, to powyzsze rozwigzanie (25) rzeczywiécie odpowiada
minimalnej odleglodci, na jaka te ciata si¢ zblizg do siebie. Jesli 27%"” — 1< 1, czyli Gm < v?b,
to minimalng odlegtoscia jest poczatkowa odlegtosé.

Zauwazmy, ze jesli energia catkowita jest nieujemna, czyli m2”2 > GT’"Q, v2 > 2Gm /b, to ciala
oddalaja sie od siebie na nieskoniczong odlegtosé — zgodnie ze wzorem (25) nie istnieje dodatnie
bg.

Powyzej nie rozwazyliSmy przypadku v = 0 — wtedy ciata po prostu spadng w kierunku
srodka masy uktadu i minimalna odleglosé jest réwna 0 (z doktadnoscia do rozmiaréw cial), co
wynika tez ze wzoru (25) przy rozwazeniu granicy v — 0.

Podsumowujac, jesli v? < 2G'm/b to minimalna odlegto$¢ miedzy cialami jest réwna

soo— jesli 0 < v%b < Gm,
e (26)
b jesli v?*b > Gm.

Jedli natomiast v? > 2Gm/b to ciala beda si¢ od siebie stale oddalaly (minimalna odleglosé
b odpowiada tylko chwili poczatkowej), w przeciwnym przypadku minimalna odlegto$é bedzie
osiggana cyklicznie.
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Punktacja zadania T3.

Zasada zachowania momentu pedu wyrazona dla potozenia poczatkowego i drugiej skrajnej
odlegtosci cial (wzér (20) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Zasada zachowania energii wyrazona dla potozenia poczatkowego i drugiej skrajnej odlegtosci
cial (wzor (22) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Réwnanie wynikajace z zasady zachowania momentu pedu i zasady zachowania energii po-
zwalajace na wyznaczenie drugiej skrajnej odlegtosci (wzér (23) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Wyrazenie na druga skrajna odlegtosé cial (wzoér (25) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Minimalna odleglo$¢ w przypadku v* < 2Gm/b (ujemna calkowita energia mechaniczna) w
zaleznosci od wartosci parametréw (wzér (26) lub réwnowazny) — 1 pkt.

Zauwazenie, ze w przypadku v? > 2Gm/b (nieujemna catkowita energia mechaniczna) ciata
beda sie od siebie stale oddalaty — 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T4 (numerycznego)

Zwykle dawka promieniowania jest definiowana jako pochtonieta energia promieniowania na
jednostke masy. Poniewaz jednak mozna przyjac, ze masa agenta jest stata, ponizej przez dawke
bedziemy rozumieli catkowita energie promieniowania pochtonig¢ta przez ciato agenta.

Rozwiazanie musi sktada¢ si¢ z nastepujacych elementow:

e Wyznaczenie dawki promieniowania jakg otrzyma agent dla zadanego toru

e /malezienie toru, dla ktérego dawka promieniowania jest najmniejsza.

P
Rys. T4a Rys. T4b

Oznaczmy przez O srodek okregu, po tuku ktérego ma poruszaé sie agent (patrz Rys. T4a),
przez R — promien tego okregu, przez a — miare kata AOC, przez J — punkt, w ktérym agent
znajduje sie w danej chwili w trakcie swojego ruchu, przez P — punkt na okregu w potowie drogi
agenta, przez ¢ — kat JOC. Wprowadzimy uktad wspoétrzednych zy o osi x przechodzacej przez
punkty A oraz B i prostopadtej do niej osi y przechodzacej przez punkt C. Poniewaz trojkat
ABC jest tréjkatem réwnobocznym, wspotrzedne punktu C sa réwne: z¢ = 0, yo = v/3a/2.

Dla danego promienia R mozliwe sg cztery tory ruchu agenta: tuki APB, AP’B z Rys. T4a,
oraz tuki APB, AP’B z Rys. T4b. Zauwazmy, ze dlugosci tukow APB z Rys. T4a i AP'B z
Rys. T4b sg takie same, a zatem czas podrozy agenta w obu przypadkach jest taki sam. Jednak
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na drodze APB z Rys. T4a agent znajduje si¢ blizej zrédta promieniowania, niz w odpowiednich
punktach na drodze AP’B z Rys. T4b. Zatem z tych dwoch drog korzystniejsza jest ta pierwsza
(agent otrzyma mniejsza dawke promieniowania) i drugiej nie musimy juz dalej rozwazaé. Po-
dobnie z drég APB z Rys. T4b i AP’B z Rys. T4a korzystniejsza jest ta pierwsza. Zatem dla
danego R rozwazaé bedziemy tylko te droge (ten tuk) z dwoch mozliwych, gdzie punkt P jest
dalej od punku C. Jesli weZmiemy to pod uwage, to droga agenta bedzie jednoznacznie okreslona
przez potozenie srodka okregu, czyli yo, a wartos¢ kata ¢ mierzona w radianach jest zawarta w
przedziale od « do 7.

Gdy agent znajduje sie w punkcie J, jego odleglo$¢ od zrédla promieniowania (czyli punktu
C) wynosi

d=/(z2)* + (ye — ys)*.

7 rozwazan geometrycznych mamy

Yo = —Rcosa, (27)
Ys = yo — Rcos g, (28)
co daje
d= \/(R sin ) 4 (yo + Rcos o — cos ¢)°. (29)
Zatem moc promieniowania, jakie agent otrzymuje, gdy znajduje sie w punkcie J, jest rowna
o _ Lo . (30)

T (Rsin ¢)” + (yc + Rcosa — cos ¢)°

Powyzej wykorzystaliSmy fakt, ze przy izotropowym promieniowaniu jego natezenie zmienia sie
odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu odlegtosci od zrodta. I jest stala niezalezng od tego,
jak agent sie porusza. Konkretna wartosé¢ Iy nie ma w naszym zagadnieniu znaczenia (cho¢ ma
znaczenie dla agenta).

Zauwazmy, ze zachodzi zwiazek
R=_" (31)

2sina’
zatem « mozna potraktowac jako niezalezny parametr, pozwalajacy jednoznacznie okresli¢ tor.

Catkowita droga, jaka agent ma do przebycia, wynosi 2R (7 — «). Podzielmy te droge na
2n odcinkow, kazdy o dlugosci odpowiednio

R(m—a)

ol=——= 32
—a) (32)
Kazdy z tych odcinkéw agent przebywa w czasie
ol
ot =— 33
4 (33)

gdzie v jest jego predkoscig.

Przyjmijmy, ze srednia moc promieniowania na danym odcinku jest réwna mocy promie-
niowania w potowie odcinka. Wtedy catkowita dawka promieniowania, jaka agent otrzyma, jest
rowna w przyblizeniu

D =21, > ! 7 = (34)
(e (Rsmqﬁk) + (yc + R cos a — cos ¢y,
IR (7T — ) 1
- 2£ Z 29 (35>
v =1 (Rsin gbk) (yc + Rcosa — cos ¢y)
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gdzie ¢ jest katem odpowiadajacym potowie k-tego odcinka, czyli

k—oz—i-(k—;)(?r;a). (36)

Zatem rozwiazanie zadania moze wygladac¢ nastepujaco:

1. Dla danego @ wyznaczamy (przyblizone) D.

2. Znajdujemy takie a (teoretycznie z przedziatu [0, 7]), zeby D byto najmniejsze.

Wartos¢ 222 jest bez znaczenia i mozemy przyjaé, ze (w odpowiednich jednostkach) jest rowna
1.

Zamiast traktowaé¢ « jako zmienng niezalezng, mozna przyjac, ze jest nig yo. Mamy wtedy

R= ,/<;>2+yg, (37)

Yo
=7 — . 38
=T —arccos (38)

Na stronie KGOF znajduja sie programy w VBA (zawarty w arkuszu kalkulacyjnym T4_2018.zlsm)
oraz w C++ (plik 74_2018.cpp) odpowiadajace powyzszemu opisowi. Plik T/ 2018najlepsze.tzt
zawiera wyniki dziatania programu 74_2018.cpp.

Algorytm wykorzystany z w tych programach jest nastepujacy:

e dla danego yo (oraz pozostatych parametréw) sa wyznaczane wartosci a, R a nastepnie
zgodnie z (35) warto$¢ dawki D poprzez sumowanie w petli wktadéw odpowiadajacych
kolejnym fragmentom toru

e Yo jest zmieniane od Yyin dO Ymax 2z krokiem Ay. Obliczona dawka D(yo) jest poréwnywa-
na z najmniejsza dawka otrzymana w poprzednich krokach Dy,. Jesli D(yo) < Duyin, to
przyjmujemy Dy, = D(yo) i zapamietujemy wartosci yo oraz R jako odpowiednio yomin
oraz Rpy,. Po wykonaniu wszystkich krokéw D, jest minimalng dawka dla yo z prze-
dziatu od Ymin O Ymax, Natomiast Yomin oraz Ry, odpowiadajacymi tej dawce wartosciami
parametrow.

Poczatkowo przyjeto Ymin = —a, Ymax = a, Ay = 0,01 3, liczbe przedzialow n = 1000.
Otrzymano, ze minimalna dawka réwna 0,250 - 2%’ odpowiada R réwnemu (1,155 £ 0,005)%.
Nastepnie zwigkszono n do 2000, co w granicach podanej doktadnosci wyniku nie zmienito go.
W przypadkach ymin = —a, Ymax = @, Ay = 0,002 5, n = 1000; Yuin = —10 - @, Ymax =
10 - a, Ay = 0,01 3, n = 5000 oraz Ymin = —10 - a, Ymax = 10 - a, Ay = 0,004 5, n = 5000
réwniez otrzymano (w granicach podanej doktadnosci) ten sam wynik. Najmniejsza warto$¢ nie
znajduje sie na koncu przedziatu, zatem niewielkie rozszerzanie tego przedziatu nie zmienitoby
warto$ci minimum. Sprawdzono, ze dla yo z przedziatéw [—25 - a, —10 - a] oraz [10 - a, 25 - a]
wartos¢ dawki nadal rosnie, cho¢ wolno, ze wzrostem R. Przy duzych dodatnich wartosciach yo
tor zbliza si¢ do odcinka i nie oczekujemy znacznych zmian dawki przy dalszym wzroscie yo.
Przy duzych ujemnych wartosciach yo gtéwny wpltyw na dawke majg fragmenty toru w niezbyt
duzych odlegtosciach od punktéw A lub B i nie oczekujemy znacznych zmian dawki przy dalszym
wzroscie yo. Zgodnie z tym przyjeto, ze nie ma potrzeby badania przypadkow jeszcze wiekszych

|yo|-

Zatem poszukiwany promien ma dtugosé (1,155 £ 0,005) km.
Na koncu rozwigzania przedstawiono wykresy zaleznosci D od R oraz D od yo.
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Uwaga: rozwiazujac to zagadnienie analitycznie, mozna pokazac, ze szukana droga jest tukiem
okregu przechodzacego przez punkty ABC (icisty wynik to Ry = v/3a/3).

Punktacja zadania T4.

Uwzglednienie w rozwigzaniu wszystkich mozliwych czterech tukow odpowiadajacych dane-
mu promieniowi R — 1 pkt.

Wzér na moc promieniowania, jaka agent otrzymuje w danym punkcie na okregu (wzér (30)
lub réwnowazny) — 1 pkt.

Wzér (Scisty lub przyblizony) na catkowita dawke promieniowania, jaka agent otrzyma dla
danej drogi (tuku okregu) (np. wzér (35) wraz z (36) lub wzdér réwnowazny) — 2 pkt.

Przedstawienie algorytmu, pozwalajacego na wyznaczenie szukanego promienia — 2 pkt.

Wynik R w przedziale [1,10, 1,21] km — 2 pkt.

Przedstawienie sposobu upewnienia sie, ze otrzymany wynik jest poprawny (np. zwiekszanie
liczby krokow i liczby przedziatow na ktore jest podzielona droga i zauwazenie ze — w granicach
przyjetej niepewnosci wyniku — nie ma zmian) — 2 pkt.

Catkowite naswietlenie (otrzymana dawka) w zalezno$ci od R

0.43

0.41

0.39 /
0.37 /

0.35 /

/,

D/(2lp/v)

0.31

0.29

0.27

0.25 +
1.0 12 14 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4

R (km)

Rys. T4c
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Catkowite naswietlenie (otrzymana dawka) w zaleznosci od yO

0.43

0.41

0.39 \
N

0.37 \

AN

0.35 \

0.33

0.31 \

D/(2lo/v)

0.29 \\
0.27
N
0 \ _—--—-‘—‘—"—-—ﬂ"-‘—
-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
yO (km)
Rys. T4d

Rozwigzanie zadania D1.

Czesé teoretyczna

Rozwazmy promien swiatta padajacy na granice dwoch osrodkéw pod katem Op jak na rysun-
ku 1. Promien przechodzi z osrodka o wspotczynniku zatamania np do osrodka o wspotezynniku

Rysunek 1: Katy istotne dla wyprowadzenia prawa Snella. Pozioma linia stanowi granice o$rod-
kow.

zalamania np. Wspotezynniki zatamania osrodkéw oraz katy padania i zatamania, odpowiednio
Op i O, powigzane sg ze soba prawem Snella:

np sin Op = ny sin O, (39)

a kat odbicia O réwny jest katowi padania Op.

Gdy zachodzi np > nr, to istnieje kat graniczny Og, dla ktérego ©1 = 90°. W konsekwencji,
jesli kat padania spelnia nieréwnos¢ Op > O, to Swiatto nie wchodzi do osrodka o wspotezynniku
zalamania nt — efekt ten nazywany jest catkowitym wewnetrznym odbiciem.
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Pomyst rozwigzania zadania opiera si¢ na wykorzystaniu zjawiska catkowitego wewnetrznego
odbicia w warstwie oleju na powierzchni wody. Przyjmijmy, ze warstwa oleju ma grubos¢ d, a
wspotezynnik zalamania oleju wynosi n,. Wspotezynniki zatamania powietrza i wody oznaczmy,
odpowiednio, przez n, oraz ny, jak na rysunku (2), przy czym n, > ny, > n,. Zaznaczony na
tym rysunku promien swiatta po wejsciu do osrodka o wspoétczynniku zatamania n, pozostaje
w tym osrodku z powodu catkowitego wewnetrznego odbicia na granicy osrodkéw olej-powietrze
oraz olej-woda. Mozemy tak dobra¢ kat, pod ktérym wigzka poczatkowo wchodzi do o$rodka
ne, aby odbicie od granicy olej-woda bylo odbiciem przy granicznym kacie padania. Kat Og
zgodnie z prawem Snella mozna powigzaé ze wspotczynnikami zalamania n, i n, zaleznoscig
sin Og = ny/n,. Niezaleznie, rozpatrujac bieg promieni widoczny na rysunku 2, mozna otrzymaé
zaleznosé sin©®g = L/ L? + d?, gdzie L jest odlegloécia punktu caltkowitego wewnetrznego
odbicia na granicy osrodkow olej-powietrze od punktu catkowitego wewnetrznego odbicia na
granicy o$rodkéw olek-woda.

Laczac oba powyzsze wzory, mozemy wyrazi¢ L jako funkcje stosunku wspoétezynnikéw zalta-

mania n,/n, oraz grubosci d:

L= .4 (40)

(-1
W zwiazku z tym, mierzac odlegtos¢ L dla réznych grubosci d, powinnismy otrzymaé zaleznosé
liniowg postaci L = a - d, ktorej wspoétczynnik proporcjonalnosci a wynosi

a= ; (41)

(-1

Znajac wartosé¢ tego wspétczynnika, mozemy wyznaczy¢ szukany stosunek n,/ny, z zaleznosci:

No /Ny = 1;_612 (42)

Rysunek 2: Propagacja wigzki lasera w warstwie oleju gdy zachodzi catkowite wewnetrzne odbi-
cie. Widoczne trzy osrodki wystepujace w zadaniu: powietrze (n,), olej (n,) oraz woda (ny).

Czesé doswiadczalna

Wykorzystano zlewke szklana z przezroczystego szkta, o srednicy wewnetrznej 11,2 cm i wy-
sokosci 6 cm. Zlewke wypetniono wodg i na jej powierzchnie¢ nalano taka ilos¢ oleju rzepakowego,
by utworzy¢ warstwe zgodna z wymogami zadania.

Nastepnie na powierzchnie oleju wlewano dodatkowe ilosci oleju rzepakowego tak, aby na
wodzie powstawaly warstwy o coraz wiekszej grubosci. Wyznaczono odlegtosci L dla kilku tatwo
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Grubosé¢ warstwy oleju d (mm) | Odlegtosé pomiedzy punktami odbicia L (mm)
11 22
12 24
14 28
18 35
20 40

Tabela 1: Wyniki pomiaréw odleglosci L pomiedzy punktami catkowitego wewnetrznego odbicia
na styku olej-powietrze oraz olej-woda od grubosci d warstwy oleju.

mierzalnych grubosci warstwy oleju d. Olej wlewano wystarczajaco wolno, aby nie uwiezi¢ w oleju
pecherzykéw powietrza, co mogtoby wprowadzi¢ dodatkowe centra rozpraszajace i potencjalnie
zmieni¢ wspolezynnik zatamania oleju. W efekcie otrzymano uktad analogiczny do pokazanego
na rysunku 2.

W doswiadczeniu wykorzystano wskaznik laserowy emitujacy swiatto o dtugosci fali (650 +
10) nm, mocy wyjsciowej nieprzekraczajacej 5 mW (dane producenta) i $rednicy wiazki 3 mm.
Wiazke wpuszczano do warstwy oleju tak, by odbijata sie ona od granicy olej-powietrze. Mani-
pulowano katem padania wigzki do momentu otrzymania catkowitego wewnetrznego odbicia na
granicy olej-woda. Gdy kat padania na granice olej-woda stal sie réwny katowi granicznemu to
wiazka odbita od tej granicy stawata si¢ jasniejsza, zanikata zas wigzka przechodzaca do wody —
zgodnie z oczekiwaniami. Po ustaleniu szukanego kata zmierzono odlegtosé L (patrz czesé teo-
retyczna) i grubo$¢ warstwy oleju d. Te ostatnia zmierzono, zanurzajac pasek papieru w oleju,
az zaczal on dotyka¢ powierzchni wody. Po wyciggnieciu paska, zmierzono linijka dhugos¢ za-
ttuszczonego kawatka papieru. Wykorzystanie do pomiaru d typowej linijki plastikowej prowadzi
do blednych odczytéw ze wzgledu na napiecie powierzchniowe na granicy olej-materiat linijki,
co prowadzi do zwilzania linijki i pozornego zwiekszenia grubosci warstwy oleju. Zjawisko to
wystepuje w duzo mniejszym stopniu w przypadku papieru milimetrowego, tym samym wynik
pomiaru jest doktadniejszy.

Pomiary wykonano dla pieciu réznych grubosci d warstwy oleju i odpowiadajacych im od-
legtosci L. Otrzymane wyniki zebrano w tabeli 1 oraz naniesiono na wykres L(d) pokazany na
rysunku 6. Zaznaczone na wykresie niepewnosci odpowiadajg niepewnosci wyznaczenia grubo-
Sci warstwy oleju réwnej 1 mm oraz niepewnosci wyznaczenia odlegtosci L réwnej 2 mm. W
przypadku niepewnosci odczytu d wynika ona z braku mozliwosci doktadniejszego stwierdzenia,
gdzie znajduje sie granica pomiedzy zattuszczonym odcinkiem papieru a papierem suchym. W
przypadku odlegtosci L mierzymy odlegtos¢ pomiedzy plamkami o srednicy rzedu 3 mm, co spro-
wadza sie do wyznaczenia odlegtosci pomiedzy $rodkami plamek. Wykonujacy zadanie ocenit,
ze pomiar mozliwy byt z doktadnoscia ok. 2 mm.

Przy dopasowywaniu prostej przyjeto, ze powinna ona przechodzié przez (L,d) = (0,0). Do
danych dopasowano prostg o wspotczynniku a = 2,0 £ 0,2, ktorego niepewnosé oszacowano pro-
wadzac skrajne proste przechodzace przez punkty pomiarowe z uwzglednieniem ich niepewnosci.
Wspotezynniki nachylenia tych prostych to a; = 2,02 oraz ay = 1,8 i jako niepewnos$¢ wyzna-
czenia a przyjeto wartos¢ absolutng najwiekszej roznicy pomiedzy wspotczynnikami nachylenia
prostych skrajnych a prosta najlepszego dopasowania.

Na podstawie réwnania (42) wyznaczamy szukane n,/n, = 1,12 + 0,01. Niepewnos¢ tego
wyniku (obliczona przez podstawienie skrajnych wartosci a) wynika z niepewnosci w wyznaczaniu
dhugosci L i d.

Punktacja zadania D1.
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Rysunek 3: Zaleznos¢ odleglosci L pomiedzy punktami catkowitego wewnetrznego odbicia na
styku olej-powietrze oraz olej-woda od grubosci d warstwy oleju.

Czes¢ teoretyczna

Pomyst uktadu pomiarowego uzytego do wyznaczenia wzglednego wspotczynnika zatamania — 3
pkt.

Opis sposobu przeprowadzenia doswiadczenia — 2 pkt.

Poprawne uzycie prawa Snella — 2 pkt.

Wyprowadzenie zaleznosci umozliwiajacej wyznaczenie wzglednego wspoétczynnika zatamania,
np. réwnanie (40) — 3 pkt.

Czesé doswiadczalna

Zestawienie i opis uktadu umozliwiajacego poprawne wykonanie do$wiadczenia — 2 pkt
Wykonanie pomiaréw umozliwiajacych wyznaczenie n,/n, co najmniej czterokrotnie — 4 pkt.
Dopasowanie prostej lub wyznaczenie analogiczng metoda n,/n, — 2 pkt.

Wynik liczbowy wraz z oszacowaniem jego niepewnosci — 2 pkt.

Metody

Rozwigzania moga by¢ rézne i przypadku alternatywnych rozwigzan nalezy sprawdzi¢ je do-
sSwiadczalnie i punktowaé¢ w zaleznosci od mozliwej do uzyskania w danej metodzie doktadnosci.

Rozwigzanie zadania D2.

Czes¢ teoretyczna

Opér mozna wyznaczy¢ na podstawie prawa Ohma przez pomiar natezenia pradu ptynacego
przy zadanym napieciu. Wsréd dostepnych przyrzadéw nie ma amperomierza, jednak nateze-
nie pradu mozemy wyznaczy¢ posrednio na podstawie wartosci indukcji pola magnetycznego
wytwarzanego przez petle z pradem.

Rozwazmy uktad doswiadczalny jak na rysunku 4. Gtownym elementem uktadu jest odcinek
drutu o dtugoéci L, z ktoérego uformowana zostata petla o n zwojach i promieniu r. Petla pod-
taczona jest do baterii o napieciu U, wskutek czego przez drut przeptywa prad o natezeniu I.
Przeptyw pradu indukuje w srodku petli pole magnetyczne o indukcji B, dane wzorem

I
B= n’% (43)
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sensor pola magnetycznego

bateria

petla z drutu

Rysunek 4: Schemat uktadu pomiarowego wykorzystanego w rozwigzaniu

gdzie pg jest przenikalnoscia magnetyczna prozni. Indukeje te mozna wyznaczyé wykorzystujac
czujnik pola magnetycznego smartfona. Nalezy jednak zwrdci¢é uwage, ze pole odczytane przez
ten czujnik By = B+ By bedzie pochodzito zaréwno od pola cewki B jak i od pola By ,tta” (tzn.
pola magnetycznego Ziemi lub pochodzacego od namagnesowanych przedmiotéw w otoczeniu).
Aby wyznaczy¢ pole cewki B nalezy wiec przeprowadzi¢ pomiary przy wlaczonym i wytaczonym
pradzie w cewce. Réznica By — By wskazan sensora w obu tych przypadkach bedzie odpowiadac
szukanej indukcji B. Na tej podstawie, korzystajac ze wzoru (45), mozna otrzymaé natezenie
pradu w cewce:

2rB
[="2, (44)
N o
Tak wyznaczone natezenie pradu mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia oporu obwodu:
U nuU
Ropw = — = . 45
T T T 2B (45)
Uwzgledniajac opor wewnetrzny baterii Ry:
Robw = Rw + L/\, (46)

gdzie A jest oporem na jednostke dtugosci. Jak wida¢, szukany opér drutu na jednostke dtugosci
A jest wspotezynnikiem kierunkowym zaleznosci Ropy (L).

Czesé doswiadcezalna

Przed przystapieniem do wtasciwej czesci doswiadcezenia nalezato wyznaczy¢ potozenie czuj-
nika pola magnetycznego. W tym celu nawinieto z odcinka drutu cewke o maltym promieniu.
Maty promien cewki stuzy dwém celom: zwicksza indukcje pola magnetycznego oraz, co waz-
niejsze, zmniejsza obszar, w ktérym ,skoncentrowane” jest pole magnetyczne. Przesuwajac nad
smartfonem cewke podigczong do baterii, znaleziono punkt, w ktérym mierzona wartos¢ pola
jest maksymalna.

Nastepnie zbudowano uktad do$wiadczalny zgodny z rysunkiem w czesci teoretycznej. Przy
doborze srednicy zwoju nalezy uwzgledni¢ kwestie niezerowej grubosci smartfona. We wzorze
(43) zaltozono, ze mierzona jest indukcja pola magnetycznego w plaszezyznie petli. W praktyce
czujnik pola magnetycznego bedzie oddalony od ptaszczyzny petli o ok. d/2, gdzie d jest gruboscia
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smartfona (ok. 10 mm). Aby przyblizenie to bylo spelnione, nalezy dobraé promien petli znaczaco
wiekszy od d/2. W prezentowanym rozwigzaniu petla miata promien r = (18 & 1) mm. W celu
ustalenia ksztattu petli wygodnie jest przykleié¢ ja po uformowaniu do kartki papieru za pomoca
tasmy klejace;j.

W prezentowanym rozwigzaniu przygotowano trzy petle:

1. n =8 zwojow z odcinka o dtugosci L = 1 m,
2. n =17 zwojéw z odcinka o dlugosci L = 2 m,
3. n = 35 zwojow z odcinka o dltugosci L = 4 m.

7 obu koncow zwojow pozostawiono kilka centymetréw drutu w celu umozliwienia podtaczenia
baterii. W rozwiazaniu wykorzystana zostata bateria AA o napieciu nominalnym U = 1,5 V,
ktore zgodnie z sugestia w tresci zadania utozsamiono z sitg elektromotoryczng.

Préba zmierzenia indukcji pola magnetycznego przygotowanej petli pokazuje, ze wielkos¢
sygnatu ,tla” (pola magnetycznego Ziemi lub wynikajacego z namagnesowania przedmiotéw
w otoczeniu) nie jest zaniedbywalna w stosunku do sygnatu od petli. W celu wyeliminowania
tego problemu, jak rowniez w celu u$rednienia bledéw przypadkowych wynikajacych np. z nie-
doktadno$ci umieszczenia czujnika w $rodku petli, podczas pomiaru kilkakrotnie powtarzano
nastepujaca sekwencje:

e Umieszczano smartfon na petli, starajac sie¢ umiesci¢ czujnik w srodku petli.

e Odczytano bazowa wartosé pionowej sktadowej indukeji pola magnetycznego By (wynika-
jaca z ziemskiego pola magnetycznego oraz ewentualnie pola magnetycznego otaczajacych
przedmiotéw).

e Podlaczano baterig, dociskajac konice obwodu palcami. Odczytano aktualna nows wartosé
pionowej sktadowej pola magnetycznego Bj.

e Podlaczano baterie w przeciwng strone, ponownie dociskajac konce obwodu palcami. Od-
czytano aktualng nowa wartos¢ pionowej sktadowej pola magnetycznego Bs.

Wyniki pomiaréw zostaly zebrane w ponizszej tabeli:

By (uT) By (uT) B (uT)

35 170 -99
L=1m -38 98 -175
-37 107 -185
10 178 -155
L=2m 10 173 -147
13 171 -145
12 177 -155
L=4m 11 162 -140
12 164 -136

Wartos¢ indukceji pola wytwarzanego przez petle z pradem uzyskano przez usrednienie pomia-
réw roznicowych: By — By oraz By — Bs. Otrzymano w ten sposéb B = (139 £ 7) uT dla L = 1 m,
B =(162+5)uT dla L =2moraz B = (156 £ 10) 4T dla L = 4 m. Po zastosowaniu wzoru (45)
obliczono odpowiadajace powyzszym petlom wartosci oporu: Ronyw = 3,1€2; 5,5Q; 11,8 €. Nie-
pewnos¢ wyznaczenia wartosci B zostala oszacowana jako najwieksze z odchylen pojedynczych
pomiarow od Srednie;j.
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Wktad do niepewnosci wyznaczenia oporéw R, daja niepewnosci poszczegdlnych wartosci
posrednich: promienia r (ok. 5%) oraz indukcji pola magnetycznego B (ok. 5%). Jak wida¢ wkiad
tych sktadnikow jest poréwnywalny. Na podstawie przywotanych wartosci niepewnosé¢ wyniku
mozna oszacowaé na 10-15%. Z kolei pomiar dtugosci L obarczony jest stosunkowo niewielkg
niepewnoscia (ok. 1%), wiec wartosci L przyjeto za doktadne.

Uzyskane wartosci przedstawiono na wykresie:

16 -
144
124
10-

L (m)

Wszystkie punkty uktadaja sie na prostej o nachyleniu A = (2,9 + 0,5) Q/m przechodzace]
w granicach niepewnosci pomiaru przez poczatek ukladu wspotrzednych, co oznacza, ze opor
wewnetrzny baterii miat niewielki wktad do oporu catkowitego.

Punktacja zadania D2.

Czes¢ teoretyczna

Pomyst na wyznaczenie natezenia pradu na podstawie pomiaru pola magnetycznego z uwzgled-
nieniem pola magnetycznego otoczenia — 3 pkt.

Wzér na opér obwodu (wzoér (45) lub réwnowazny) — 3 pkt.

Wzér na opér obwodu uwzgledniajacy dtugosé drutu (wzér (46) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Czes¢ doswiadczalna

Opis uktadu pomiarowego — 1 pkt.

Wyznaczenie potozenia sensora — 2 pkt.

Uwzglednienie faktu, ze czujnik pola nie lezy doktadnie w plaszczyznie petli (np. przez dobranie
odpowiednio duzego promienia petli) — 2 pkt.

Wykonanie niezbednych pomiaréw (wielokrotnych w celu zredukowania btedéw przypadkowych)
— 3 pkt.

Wykres Ropw(A) lub réwnowazny — 2 pkt.

Wynik wraz z oszacowang niedoktadnoscia — 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D3.

Czes¢ teoretyczna

Obcigzanie wlosa wymaga jego zamocowania, co nieuchronnie prowadzi do ograniczenia czesci
wlosa ulegajacej wydtuzeniu. Oznacza to, ze w rzeczywistosci wyznaczamy staty sprezystosci ky
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fragmentu wtosa o dtugosci Ly, podczas gdy caly wlos ma inng dlugos¢ L, i stalg sprezystosci
k. Zaktadajac, ze wtos rozcigga sie w sposob réwnomierny, otrzymujemy zwigzek:

k= "k, (47)

7 uwagi na niewielkg mase typowych spinaczy, obcigzenie nimi jednego konca wtlosa nie
doprowadzi do wydtuzenia, ktore bytoby mierzalne z dobra doktadnoscia przy uzyciu papieru
milimetrowego. Problem ten mozna omingé¢ dokonujac pomiaru w uktadzie przedstawionym na
rysunku 5.

Rysunek 5: Schemat uktadu do$wiadczalnego.

Wtos zamocowany jest miedzy statywami odleglymi o L. Dlugos¢ swobodna czesci wlosa
miedzy statywami oznaczmy przez Lg. Staramy sie dobra¢ odleglosé¢ statywow tak, aby L byto
mozliwie bliskie Ly. Wtlos obciazamy w $rodku dtugosci spinaczami o tacznym ciezarze nmg,
gdzie n — liczba spinaczy, m — masa kazdego spinacza, g ~ 9,813 — przyspieszenie ziemskie.
Pod wplywem tego obcigzenia wtos ulega wydtuzeniu, co prowadzi do ustalenia sie réwnowagi,
w ktorej srodek wlosa znajduje sie o h ponizej prostej taczacej punkty zawieszenia wlosa (patrz
Rys. 5).

W warunkach do$wiadczenia kat o wtosa w stosunku do poziomu jest niewielki. Mozemy to
wykorzysta¢ w wyrazeniu na wydtuzenie wtosa:

L L 2
—%zL%+L—%. (48)

2
_ o
COS ¢« 3

Kat a zwiazany jest z wartosciami L oraz h. Dla matych katéw o

h 2h
Rtga = —= = —. 4

a R tg o 21 (49)

Po podstawieniu do réwnania (48) uzyskujemy:

2h?
AL%T—FL—LO. (50)

Wydtuzenie wtosa przektada si¢ na jego naciag:
N =k;AL, (51)

ktory z kolei wiaze si¢ z sita obciazajaca pochodzaca od spinaczy:
2h 2h? 2h

nmg = 2N sina &~ 2kaLf ~ 2k (L + L — L0> T (52)
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nmg 8h? 4k (L — Lo)

Po uwzglednieniu zwiazku (47):
nmag L1 8h2 L1 4 (L - L0> 8L1h2 4]€L1 (L - L(])
— ~k——+k— ~k . 54
h Lo L? + Lo L L3 * L2 (54)
Oznacza to, ze wykreslajac wykres zaleznosci 3¢ od SLL13h2 oczekujemy zaleznosci liniowej,

ktorej wspotezynnik kierunkowy jest szukana stata sprezystosci.

Czesé¢ doswiadczalna

W doswiadczeniu wykorzystany zostal wlos o catkowitej dlugosci L; = 350 mm. Niezbedne
pomiary wykonane zostaly w uktadzie pomiarowym skonstruowanym zgodnie z przedstawionym
na rysunku 1 schematem. Odleglosé L wynosita 290 mm. W rozwigzaniu wykorzystano spinacze
biurowe o masie (324 £+ 5) mg. Na srodku zamocowanego na konicach wlosa doktadano kolejno
spinacze i mierzono ich obnizenie h wzgledem wyjsciowego polozenia wtosa (lekko napietego
bez obciazenia). Pomiar wysokosci h opieral sie na odczycie pozycji srodka wlosa na pionowo
zamocowanym papierze milimetrowym. Doktadnosé¢ odczytu oszacowano na 4+1 mm.
Uzyskane w doswiadczeniu wyniki zebrano w tabeli 2.

Liczba spinaczy n | Obnizenie h (mm)
1 7
9 10,5
4 14
8 19
10 21
12 22,5
15 25

Tabela 2: Wyniki pomiaréw obnizenia srodka drutu pod wptywem obciazenia spinaczami.

Zgodnie z rozwazaniami z czesci teoretycznej na podstawie zebranych danych wyznaczono
wielkosci *5* oraz 8LL13h2 i naniesiono je na wykres (Rys. 6).

Dopasowujac prosta do punktéw na wykresie wyznaczamy nachylenie odpowiadajace szukanej
statej sprezystosci k = (22 + 2) N/m. Niepewnosé¢ tego wyniku okreslona zostala na podstawie
roznicy miedzy skrajnymi wartosciami nachylenia prostych na rysunku 6 poprowadzonych przez
punkty na wykresie z uwzglednieniem ich niepewnosci.

Gléwnym czynnikiem wplywajacym na niepewnos¢ przeprowadzonego pomiaru jest niepew-
nos¢ odezytu odlegtosci h wynoszaca 5-10%, ktora przektada sie na podobng niepewno$é wyniku
koncowego.

Punktacja zadania D3.

Cze$¢ teoretyczna

Uwzglednienie wplywu dlugosci wlosa na wartos¢ statej sprezystoscei (rownanie 47): 1 pkt.
Pomyst na przeprowadzenie pomiaru: 3 pkt.
Wyprowadzenie wzoru pozwalajacego na wyznaczenie k; (np. rownanie 54): 6 pkt.

Czesé doswiadczalna

Zestawienie uktadu doswiadczalnego: 2 pkt.
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8 L,h?%L3

nmg/ h (N/m)

. ;. 2
Rysunek 6: Wykres zaleznosci *7¢ od 81213’1

Wykonanie przynajmniej 5 pomiaréw (w naszym przypadku dla réznych liczby spinaczy): 3 pkt.

Wykonanie wykresu lub réwnowazna analiza umozliwiajaca wyznaczenie k na podstawie zmie-
rzonych danych: 2 pkt.

Uwzglednienie w analizie danych kwestii poczatkowego napiecia wtosa, np. poprzez dopasowanie
prostej jak w przedstawionym rozwiagzaniu. Dopuszczalne jest rowniez zaniedbanie tego efektu
(tj. przyjecie Ly = L), o ile stusznosé modelu zostanie potwierdzona post-factum przez spraw-
dzenie zwigzku nmg o h® dla zebranych danych: 1 pkt.

Wartosé liczbowa uzyskanego wyniku wraz z niepewnoscia pomiarowa i wskazaniem gléwnych
jej zrodet: 2 pkt.
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