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Zadanie 1

Rozwazmy hulajnoge elektryczna wraz z jadaca na niej osoba.
Calkowita masa uktadu jest rowna M, a mase kot oraz wirni-
ka silnika mozna pomina¢. Promien kazdego z kot hulajnogi
wynosi r, odleglo$¢ miedzy ich osiami jest réwna w. Skla-
dowe pozioma oraz pionowa polozenia srodka masy hulajno-
gi wraz z jadaca na niej osoba, mierzone wzgledem punktu
stycznosci tylnego kola z droga, wynosza odpowiednio d oraz
h — patrz rysunek. Hulajnoga ma naped na przednie kolo, a
maksymalna moc jej silnika wynosi P. Wspélczynnik tarcia
kot o podloze jest réwny f, a droga jest pozioma. Zaklada-
jac, ze przy dowolnej predkoéci silnik moze dzialaé z pelng
mocg oraz pomijajac opory ruchu, wyznacz minimalny czas
rozpedzania hulajnogi od spoczynku do predkosci vy.

Podaj wynik liczbowy dla vy = 25 km/h, P = 500 W,
M=80kg, h=10m,r=01m, w=10m,d=05m,
g=98m/s? f=0,5.

Zadanie 2

Zamknigty obwdd kolowy (petla) znajduje sie w jednorod-
nym polu magnetycznym o zmiennej indukcji. W przedziale
czasu 0 < t <ty ta indukcja wyraza sie wzorem

t 2
B(t) = Bo (1 - (7) ,
to
gdzie By i ty sa stalymi parametrami. Petla ma promien r
i jest wykonana z drutu o oporze na jednostke dlugosci p.

Ptaszczyzna obwodu jest prostopadta do kierunku pola ma-
gnetycznego.

Wyznacz minimalna wytrzymato$é drutu na zerwanie W ta-
ka, zeby w przedziale czasu 0 < t < o petla nie ulegla roze-
rwaniu.

Podaj warto$¢ liczbows tej wytrzymaloéci dla By = 4 T,
to=10,2s, =10 cm, p=0,1 Q/m.

Pomin rozciagliwo$é (sprezystosé) drutu oraz przyjmij, ze in-
dukcja pola magnetycznego pochodzacego od pradu ptynace-
go w petli jest znacznie mniejsza od indukcji pola zewnetrz-
nego.

Wytrzymato$é drutu na zerwanie to maksymalna rozciaga-
jaca go sila, przy ktérej nie ulegnie on rozerwaniu.
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Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksymalnie 20 punktéw.

Zadanie 3

Nowo powstala spétka ,Na Marsie bedzie Ci 1zej” planuje
organizowa¢ wycieczki z niskiej orbity okotoziemskiej w po-
blize Marsa (pozostale czeSci podrézy klienci maja przebyé
wlasnym transportem lub wynajaé¢ kosmiczna takséwke).
Przyjmij, ze wycieczke mozna podzieli¢ na nastepujace etapy:
1. Oddalenie si¢ z niskiej (odlegtosé od powierzchni Ziemi
jest znacznie mniejsza od jej promienia), kotowej orbity oko-
toziemskiej na stosunkowo duza odlegtoéé od Ziemi (taka, ze
wplyw pola grawitacyjnego Ziemi mozna zaniedbaé, ale mala
w poréwnaniu z odlegloscia Ziemia — Mars). Na tym etapie
pomijamy grawitacje Stonca, a uwzgledniamy tylko grawita-
cje Ziemi.

2. Lot swobodny w dalekie okolice Marsa (na odleglos$é od
Stonica réwna odleglosci Mars — Stofice). Na tym etapie pomi-
jamy grawitacje Ziemi i Marsa, a uwzgledniamy tylko grawi-
tacje Stonca. Przyjmij, ze predko$é poczatkowa jest tu stycz-
na do okotostonecznej orbity Ziemi.

Masa rakiety niewypelnionej paliwem, ale wraz z tadunkiem
oraz pasazerami jest rowna mg. Predko$¢ wylotowa gazéw z
dysz jest réwna ve. Ze wzgledéw ekologicznych rakieta nie
odrzuca zadnych opréznionych zbiornikow ani czlonow. Jej
silnik jest wlaczany na krétki czas tylko na poczatku. W trak-
cie dziatania silnika wplyw grawitacji na ruch rakiety mozna
pominag.

Przyjmij, ze orbity Ziemi, Marsa, oraz orbita okoloziemska
sg kolowe oraz leza w tej samej plaszczyznie. Niska orbita
dookota planety oznacza tu orbite kotowa na wysokosci ma-
lej w poréwnaniu z promieniem tej planety. Masa Stonica to
Mg. Masa Ziemi, promien Ziemi, odlegtosci od srodka Ston-
ca $rodkéw do Ziemi oraz Marsa to odpowiednio My, ryz, dz
oraz dy;. Uniwersalna stala grawitacyjna to G.

Wyznacz minimalng mase paliwa wraz z utleniaczem my,
ktérymi nalezy napelnié rakiete, aby osiagneta cel wycieczki.
Zakladamy, ze rakieta wyrusza w podréz w najbardziej opty-
malnym momencie (przy odpowiednim polozeniu wzglednym
Marsa i Ziemi).

Podaj wyniki liczbowe przyjmujac mg = 3,00 - 10® kg, Vg =
3,00 - 103 m/s, Mg = 2,00 - 10%° kg, Mz = 5,97 - 10?** kg,
rg = 6,37 -10% m, dz = 1,50 - 10" m, dyr = 2,30 - 101 m,
G =6,67-107 m3/(kgs).

Informacje, ktére moga by¢ przydatne:

Zmiana predkosci rakiety Av pod wplywem dzialania jej sil-
nika jest dana wzorem Ciotkowskiego

m
Av = vgIn —2,
Mk

gdzie In oznacza logarytm naturalny (logarytm o podstawie
e ~ 2,718), my jest calkowitg masa konicowa, a m, — catko-
wita masa poczatkowa.

Uwaga o pomijaniu grawitacji Stonica dotyczy pominiecia jej
wplywu na ruch rakiety wzgledem Ziemi.
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Rozwigzanie zadania 1
Zauwazmy, ze przyspieszenie hulajnogi a jest ograniczone dwoma czynnikami:

a) Moca silnika. Poniewaz przy dowolnej predkosci v silnik moze dziataé¢ z pelna moca, wynika-
jaca z tego maksymalna sita przyspieszajaca jest rowna

Fp="—. (1)

b) Sita tarcia. Poniewaz hulajnoga ma naped na przednie koto, maksymalna sita tarcia wynosi

FT:fN7 (2>

gdzie N jest sita nacisku przedniego kota na droge.

Z réwnowagi momentéw sit wzgledem $rodka masy (hulajnoga nie moze obracaé si¢ w plaszezyz-
nie pionowej, bo wtedy przednie koto oderwatoby sie od drogi) wynika

N(w—d)—(Mg—N)d+hfN =0. (3)

Stad
d

w+ hf

Mg. (4)

Poczatkowo (dla matych v) sita Fp jest duza, a zatem przyspieszenie jest ograniczone maksy-
malng sitg tarcia i wynosi

P _d

ab_M:w+hfgf' (5)

Tak bedzie az do momentu, gdy hulajnoga osiggnie takg predkosc vy, ze Fp = Fp, czyli

d P
Mgf =—.
w+ hf 9/ Vg

zatem

P w+hf
Ug—w d . (6)

Jesli vy < vg, szukany czas wynosi

t_g_&w—l—hf
a, gf d

: (7)
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Jesli vk > vg, to do osiggniecia predkosci vy hulajnoga porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspie-
szonym; czas przyspieszania na tym etapie wynosi

vy P (wthf)?
“‘ab‘M<dgf>' )

W nastepnych chwilach moc silnika nie bedzie wystarczajaca do osiggania przyspieszenia aj,
— przyspieszenie bedzie zdeterminowane mocg silnika. Poniewaz na tym etapie silnik bedzie
pracowal z maksymalng moca, z zasady zachowania energii wynika, ze odpowiedni czas t, spetnia
warunek

]\24 (vﬁ - vé) = Pt,. 9)
Stad
2 _ 2
Nl U ) (10)

Zatem ostatecznie w przypadku vy > v, czas t przyspieszania do predkosci vx wynosi

_P<w+hf>2+M(U§—U§) or <w+hf>2+Mu§

_ - 11
M\ dgf 2P oM\ dgf 2P’ (11)

gdzie v, jest dane wzorem (6).

Dla danych z zadania dostaniemy v, = 3,8 m/s, t; = 2,3 s, to = 2,7 s,

t=25,0s.
Punktacja zadania 1.
Zauwazenie, ze przyspieszenie jest ograniczone mocg silnika oraz silta tarcia ......... 1 pkt.
Warunek réwnowagi momentéw sit (wzér (3) lub réwnowazny) ............... ... ... 2 pkt.
Maksymalne przyspieszenie powodowane sita tarcia (wzor (5)) ..., 2 pkt.

Zauwazenie, ze w ogolnosci ruch sktada sie z dwoch faz: pierwszej, z przyspieszeniem
ograniczonym wielkoscig sity tarcia i drugiej, z przyspieszeniem ograniczonym mocg

silnika oraz wyznaczenie predkosci granicznej (wzor (6)) ..., 2 pkt.
Wiynik koncowy w zaleznosci od predkosci koncowej (wzory (7) oraz (11)) ........... 2 pkt.
Wiynik Hezbowy ... 1 pkt.

Rozwigzanie zadania 2

Jesli pominiemy wtlasne pole petli, to z prawa Faradaya SEM indukcji jest w niej réwne

_A9d
At’

gdzie A @ jest zmiang strumienienia indukcji pola magnetycznego przechodzacego przez petle w
ciggu (infinitezymalnie) krétkiego czasu At. Strumienn @ jest réwny 7r B, zatem

£= (12)

E=—mri——. (13)
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Opor petli jest réwny R = 27rp, zatem poptynie w niej prad o natezeniu

E r AB
I=—=——. 14
R 2p At (14)

Zwrot pradu — zgodnie z reguta Lenza — jest taki, aby przeciwstawi¢ sie zmniejszaniu si¢ stru-
mienia indukcji, a wigc prawoskretny dla pola skierowanego za ptaszczyzne rysunku 1.,

Rys. 1.

Podzielmy obw6d na wiele tukéw o dtugosei Al (poniewaz tukow jest wiele, bedziemy utozsamiali
kazdy z nich z odcinkiem Al). Wektor Al definiujemy jako Al z dodanym zwrotem zgodnym z

kierunkiem pradu ptynacego w obwodzie. Dla danego tuku (czyli wektora Al) sita magnetyczna
(elektrodynamiczna) dzialajaca na niego wynosi

AF = IAl'x B, (15)

i dla rozwazanej zaleznosci B(t) jest skierowana radialnie na zewnatrz.

Aby obliczy¢ naprezenie N drutu (czyli site rozciagajaca go), rozpatrzmy sity dziatajace na jedna
potéwke petli (patrz rysunek 2.).

Rys. 2.

Sktadowe poziome wektoréw Al daja iloczyn Al'x B skierowany pionowo i — jak wida¢ z symetrii
— suma tych iloczynéw jest rowna zeru. Pozostaje wktad od sktadowych pionowych Alyion, czyli
catkowita sita magnetyczna jest skierowana poziomo, jest suma wyrazen IAlyion B 1 wynosi F' =
I -2r - B. Sita ta jest réwnowazona przez dwie sity N, zatem

N =—-IrB, (16)
czyli
r? AB
N=——B—. 17
2p At (17)
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Nalezy znalez¢ maksymalna wartos¢ powyzszego wyrazenia. W rozpatrywanym przedziale czasu

0 <t < tp ma ono postac
> B? t\%) t
Ny =20 (1 - () ) L (18)
p to to to

Niy="50 (1)

p o

czyli

gdzie wprowadzilismy funkcje

f(x):x(l—x2).

Pochodna powyzszej funkcji jest rowna
fl(x) =1—32”

W przedziale 0 < = < 1 maksymalna wartosé¢ f(x) wystepuje w punkcie z,,, dla ktérego f'(zy,) =
0:

tm 1
Ty = — = —, 19
1 wynosi fiax = 2/ (3\/§) ~ 0,385. Zatem maksymalne naprezenie drutu wynosi
r* By 2312 B2
Nmax = fmax = i : . (20)
pt 9 plo
Czyli minimalna wytrzymato$¢ drutu, przy ktorej petla nie ulega rozerwaniu, wynosi
2v/31r?B?2
Wmin = 7\/_ L0 . (21>
9p to
Po podstawieniu danych z tresci zadania otrzymamy
Win = 3,1 N. (22)
Punktacja zadania 2.
Sita elektromotoryczna dziatajaca w petli (wzér (13) lub réwnowazny), wyprowadzona
z prawa Faradaya (wzor (12)) ... 2 pkt.
Natezenie pradu ptynacego w petli (wzér (14) lub réwnowazny) ..................... 1 pkt.
Radialna sita dzialajaca na element petli (wzér (15) lub réwnowazny, z uzasadnieniem
kierunku 1 zwrotu sihy) ... 1 pkt
Naprezenie drutu (wzér (16) lub réwnowaziy) ..., 2 pkt.
Szukana minimalna wytrzymatosé drutu (wzér 21 lub réwnowazny) ................. 3 pkt.
Liczbowa wartosé¢ szukanej minimalnej wytrzymaltosci drutu (wzér 22) .............. 1 pkt.

7

Uwaga: nie jest koniecznie uzywanie we wzorach jawnie znaku ,-” o ile z tresci rozwigzania

wynika, jaki jest zwrot sit.
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Rozwigzanie zadania 3

Rozwazmy najpierw etap 2. Oznaczmy przez v; predkosé, jaka musi mie¢ nasza rakieta gdy jest
w odlegtosci dz od srodka Stonca, aby dotarta na odlegtos¢ dy od tego srodka, a przez vy jej
predko$¢ w tym drugim potozeniu. Oczekujemy, ze najoszczedniejszy tor odpowiada temu, ze
najwieksza odlegto$é, na jaka rakieta oddala sie od Stonca jest réwna dyr, a zatem, ze v bedzie
styczne do okotostonecznej orbity Marsa. 7Z treéci zadania v jest styczne do okotostonecznej
orbity Ziemi. W takiej sytuacji, z zasad zachowania energii oraz momentu pedu mamy

_GMS ﬁ o _GMS U%

= —= 23
& T2 ay 2 (23)
dzUl = dM’Ug. (24)
7, pOwWyzszego
dz
=2 25
V2 dM U1, ( )
GMs 2
_ 26
U1 dZ 1 + jfz ( )
Predkos¢ orbitalna Ziemi vz wynosi
GM,
vz = ° (27)
dz

zatem na koniec etapu 1. przyrost predkosci rakiety Av; = vy — vz w poréwnaniu z predkoscig
Ziemi powinien wynosic¢

GMg 2 G Mg

Avy = —
' dy 1+2% dz

(28)

Etap 1.

Oznaczmy przez vy predkosé rakiety wzgledem Ziemi po zakoniczeniu dziatania silnikéw. Aby po
oddaleniu sie od Ziemi rakieta miata wzgledem niej predkos¢ Awv;, musi byé¢ spetniona zasada
zachowania energii

_GMy N vg (Avl)Q‘

20 _ 29
Ty 2 2 ( )
Stad
2G M.
vo = \/(Avl)2 + z. (30)
Tz
Dla podanych danych liczbowych jest to 11,57 - 103 m/s.
Poniewaz pierwsza predkos$é¢ kosmiczna wynosi
G M.
v = z, (31)
Tz
zatem w wyniku dzialania silnikow zmiana predkosci Avy musi wyniesé
2G' M. G M.
AUO = Vg — V1 = \/(A’Ul)Q—F Z_ \/ Z. (32)
Tz Tz
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Przyjelismy tu, ze ciag rakiety jest styczny do poczatkowej orbity okotoziemskiej — w przeciwnym
razie Avg byloby wieksze. Dla podanych wartosci liczbowych Avy = 3,67 - 10° m/s.

Powyzsze, uwzgledniajac wzor Ciotkowskiego, oznacza, ze poczatkowa masa rakiety m oraz jej
masa konicowa mg spetniaja zwiazek

S
m = mgexp UTZ . (33)
5

Stad
S o
mp, = mg |exp -z Zo -1 (34)
Vg

gdzie Avy jest dane wzorem (28).

Dla podanych wartosci liczbowych otrzymujemy

mp = 7,19 - 10° kg. (35)
Punktacja zadania 3.
Zasada zachowania energii dla etapu I (wzdr 23) ... i, 2 pkt.
Zasada zachowania momentu pedu dla etapu I (wzdér 24) ..., 1 pkt.
Predkosé niezbedna, aby dolecie¢ z orbity Ziemi do orbity Marsa (wzér 26) ......... 1 pkt.

Przyrost predkosci niezbedny, aby dolecieé¢ z orbity Ziemi do orbity Marsa (wzér 28) 1 pkt.
Predkosé na orbicie okotoziemskiej niezbedna, aby dolecie¢ do orbity Marsa (wzoér 30) 2 pkt.
Przyrost predkosci niezbedny, aby dolecie¢ z orbity okotoziemskiej do orbity Marsa

(WZOT 32) e 1 pkt.
Masa paliwa i utleniacza potrzebna do osiagniecia celu wycieczki (wzoér 34) ......... 1 pkt.
Wynik liczbowy (WzOr 35) ..o 1 pkt.
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