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LXXI OLIMPIADA FIZYCZNA

ROZWIAZANIA ZADAN ZAWODOW I STOPNIA
CZESC 1II

ZADANIA CZESCI II (termin wysylania rozwigzan — 19 listopada 2021r.)

ZADANIA TEORETYCZNE

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan teo-
retycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymacé maksimum 20 punktow.

Zadanie T1.

Na trzech identycznych pionowych, stalowych drutach podwieszono poziomo sztywna belke,
ktora nastepnie obciazono pionowa sita P przytozona w potowie odleglosci miedzy drutami 2
i 3, patrz rysunek. Jakimi sitami rozciagane sg poszczegélne druty?

a a2 a/?
V

Zaniedbaj masy drutow i belki. Druty spelniaja prawo Hooke’a z pewna bardzo duza stalg
sprezystosci - tzn. taka, ze wprawdzie rozciggniecie kazdego drutu jest niezerowe, ale jest ono
zaniedbywalnie mate w poréwnaniu z jego dtugoscia oraz odlegtoscia miedzy drutami.
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Zadanie T2.

Trzy prostoliniowe przewody pradu trojfazowego sg do siebie réwnolegle, a odlegltos¢ miedzy
kazdymi dwoma wynosi d — patrz rysunek.

Dtugosc¢ kazdego z przewoddw jest znacznie wicksza od d, a ich opoér jest zaniedbywalny. Napiecie
Ui miedzy przewodem k (k =1, 2, 3) a przewodem zerowym (ziemia) zalezy od czasu t zgodnie
ze wzorem

U = Uy cos (wt + 2 (k- 1)) :
gdzie w jest czestotliwoscia kotowa, a Uy — amplitudg zmian napiecia.
Konce przewodéw 1 i 2 oraz konce przewodow 1 1 3 sg potaczone opornikami o oporze R kazdy.

Wyznacz wartosé, kierunek i zwrot $redniej sity elektrodynamicznej dziatajacej na jednostke
dhugosci przewodu 1. Pomin srednice przewodéw w poréwnaniu z odlegtoscig miedzy nimi.

Zadanie T3.
Zagrzano wode w czajniku elektrycznym, po czym wytaczono grzanie i woda zaczeta stygnac.

Masa wody wynosita m = 1,4 kg, a temperatura otoczenia Ty = 20 °C. Moc grzalki czajnika nie
byta stata.

Na podstawie ponizszego wykresu zaleznosci temperatury wody od czasu oblicz ciepto () dostar-
czone przez grzatke podczas podgrzewania wody.
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Uwaga

Pomin pojemnosé cieplna samego czajnika (oraz grzatki) i parowanie wody (czajnik jest zamkniety)
i przyjmij, ze moc tracona (zuzywana na ogrzewanie otoczenia) jest proporcjonalna do réznicy
aktualnej temperatury wody i temperatury otoczenia.

Ciepto wlasciwe wody wynosi ¢ = 4200 J/(kg-K).

Zadanie T4 - numeryczne.
Sherlock H. dostal od przyjaciela stoik z Ny atomami pewnego izotopu promieniotworczego.

Wiedzial, ze ten izotop to 2'8Po albo 2!'Pb, a procesy zachodzace w stoiku mozna opisaé za
pomoca jednego z ponizszych szeregow:

uranowo-radowego
218PO N 214Pb N 214Bi N 214PO N 210Pb

lub uranowo-aktynowego:
211p}, _, 211B; _, 207T] —, 207p},.

Sherlock zauwazyl, ze w pewnej chwili czasu T' od otrzymania stoika praktycznie wszystkie
podarowane jadra juz ulegty rozpadowi, a w srodku znajduja si¢ 3 inne izotopy i liczba jader
kazdego z nich wynosi okoto Ny/3.

Dla kazdego z szeregéw, dla Ny = 100 przeprowadz 5 symulacji procesu (patrz uwaga 2) i przed-
staw na wykresie liczbe atomow kazdego z izotopéw z szeregu w zaleznosci od czasu.

Na podstawie wykonanych wykreséw ustal, jaki izotop otrzymal od przyjaciela Sherlock oraz
uzasadnij swoj wybor. Podaj czas T' i oszacuj niepewnos¢ wyniku.

Uwaga 1

Uwzglednij, ze prawdopodobienstwo rozpadu jadra danego izotopu w czasie At jest rowne p =

2

At/T,
1— (1) / v gdzie T 5 jest czasem polowicznego rozpadu danego izotopu. Kazde jadro rozpada
sie niezaleznie od innych jader.

Czasy polowicznego rozpadu rozwazanych izotopéw promieniotwoérczych sa nastepujace:

218Po: 3,05 min, 2MPb: 26,8 min, 2!Bi: 19,7 min, 2*Po: 0,162 ms (w kontekscie zadania przyj-
mujemy, ze rozpad zachodzi natychmiast), 2°Pb: 22.3 lat (w kontekscie zadania przyjmujemy,
ze jest to izotop trwaly);

21Ph: 36,1 min, 2''Bi: 2,14 min, 2°"T1: 4,77 min, 2°"Pb: 2 - 10*! lat (przyjmujemy, ze jest to
izotop trwaly).

Uwaga 2

Powyzej ,symulacja procesu” oznacza, ze do analizy procesu rozpadu nalezy uzy¢ generatora
liczb pseudolosowych; oczekujemy, ze kazda z pieciu symulacji bedzie dawac nieco inne rezultaty;
wszystkie symulacje dla danego szeregu mozna przedstawié¢ na tym samym wykresie.
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Uwaga 3

Rozwigzanie powinno zawiera¢: wzory uzywane w rozwiazaniu (wraz z wyprowadzeniem lub
uzasadnieniem), opis zastosowanego algorytmu, opis kodu programu (lub np. arkusza kalkula-
cyjnego) uzytego do rozwiazania oraz uzasadnienie przyjetego kroku czasowego.

Preferowane jest wykorzystanie jezykéw programowania typu C, Python, Pascal, Java, VBA
(bez korzystania z pakietéw numerycznych) lub arkuszy kalkulacyjnych.

Dodatkowe wskazowki dotyczace rozwiazywania zadan numerycznych znajdziesz w tresciach
i rozwigzaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Nalezy przestaé rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadan do-
Swiadczalnych. Za kazde z zadan doswiadczalnych mozna otrzymacé¢ maksymalnie 40
punktow.

Zadanie D1.

Site oporu dzialajaca na kule poruszajaca sie ze stala predko$cia w pltynie mozna opisa¢ miedzy
innymi nastepujacymi modelami fizycznymi — dla matych i duzych predkosci:

1. Ruch z przeptywem laminarnym. Podczas takiego ruchu sita oporu wynosi:
Fy = 6mprv,
przy czym p to wspotezynnik lepkosci cieczy, r — promien kuli, a v — jej predkosc.

2. Ruch z przeptywem turbulentnym. Podczas takiego ruchu sita oporu wynosi:

1
F, = 5/)112015,

gdzie p jest gestoscia ptynu, c, jest bezwymiarowym wspoétczynnikiem oporu aerodynamicznego
dla ksztattu kulistego, a S i v to pole powierzchni przekroju oraz predkosé kuli.

Masz do dyspozycji:

e wypeklione woda przezroczyste naczynie o $rednicy co najmniej 10 cm i wysokosci co naj-
mniej 30 cm, w dolnej czesci majace ksztatt walca,

e kulki stalowe o $rednicach 2mm, 3mm, 4 mm, 5mm oraz 6 mm,
e kamere wideo, na przyktad kamere internetowa lub kamere smartfonu,

e komputer z odtwarzaczem multimedialnym pozwalajacym na poklatkowe ogladanie filmu
lub z programem umozliwiajacym $ledzenie punktu, np. Tracker:
http://physlets.org/tracker/.

e linijke,
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e przedmioty stuzace jako statywy,

e magnes neodymowy stuzacy do wyciagania kulek z wody.

Zbadaj, ktory z modeli dobrze opisuje ruch kulki w wodzie w temperaturze pokojowej podczas
opadania pod wptywem ziemskiego pola grawitacyjnego. Wyznacz lepko$¢ wody p lub wspot-
czynnik oporu aerodynamicznego kuli ¢, — zaleznie od tego, ktory z dwoch modeli lepiej odpo-
wiada rzeczywistosci.

UWAGA: Jedli nie mozesz zdoby¢ samodzielnie kulek niezbednych do wykonania doswiadcze-
nia, przeslij do 22 pazdziernika na adres KGOF zaadresowana do siebie koperte ze znaczkami.
KGOF odesle Ci zestaw kulek.

Zadanie D2.
Masz do dyspozycji:
e kondensator elektrolityczny o pojemnosci znamionowej miedzy 200 uF a 1000 pF,
e opornik o znanym, dobranym przez Ciebie oporze znamionowym, o klasie doktadnosci 5%,
e lodoéwke z zamrazalnikiem,
e woltomierz,
e termometr,

e stoper umozliwiajacy zapisanie wielu miedzyczasoéw podczas pomiaru (na przyktad aplika-
cja w telefonie),

e bateri¢ o napieciu nominalnym 9V,

e przewody umozliwiajace zestawienie obwodu elektrycznego (na przyktad przez lutowanie
lub laczenie elementéw zaciskami krokodylkowymi),

izolacyjng tasme klejaca.

Wyznacz pojemno$é¢ badanego kondensatora w wybranej temperaturze z zakresu —30°C do
—10°C oraz w wybranej temperaturze z zakresu 20°C do 25°C. Podaj wartosci temperatur, w
ktorych wykonane byly pomiary oraz pojemno$é¢ znamionows uzytego kondensatora.

WSKAZOWKA: W obwodzie RC (patrz: rysunek) napiecie U mierzone na kondensatorze
o pojemnosci C' maleje wyktadniczo z czasem t wedlug wzoru:

=t
U= U()@RC,

gdzie Uy oznacza napiecie na kondensatorze w chwili ¢t = 0, a R oznacza opor opornika. Liczba
e jest podstawg logarytmu naturalnego.
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(@)
e

UWAGA 1: Kondensator elektrolityczny ma wyrézniony biegun ujemny i dodatni. Nie podta-
czaj do kondensatora napiecia o przeciwnej polaryzacji. Upewnij sie, ze dopuszczalne napiecie
pracy kondensatora jest nie mniejsze, niz napiecie zasilania.

UWAGA 2: Jesli nie mozesz zdoby¢ samodzielnie kondensatora elektrolitycznego lub opor-
nika, przeslij do 22 pazdziernika na adres KGOF zaadresowana do siebie koperte ze znaczkami.
KGOF odesle Ci kondensator oraz kilka réznych opornikow.

Zadanie D3.

Odskok hydrauliczny to zjawisko polegajace na nagtej
zmianie charakteru przeplywu cieczy ptynacej po ptla-
skiej powierzchni (patrz: zdjecie wody wyplywajacej z kra-
nu).

Masz do dyspozycji:

e 7rodlo biezacej wody o regulowanym przeptywie,

e przedmiot o ptaskiej powierzchni, o $rednicy co naj-
mniej 20 cm, z ktérego z wszystkich stron moze swo-
bodnie sptywaé woda (na przyktad odwrdocona do gory
dnem brytfanka),

e linijke,
e stoper,
e naczynie o znanej objetosci, na przyktad szklanke.
Zbadaj, jak zalezy Srednica D okregu, na ktorym nastepuje zmiana charakteru ruchu cieczy

(patrz: zdjecie) od catkowitego przeptywu cieczy @ (wyrazonego w dm?/s). Zakladajac, ze $red-
nica D zalezy od @ i pewnych statych Qo = 1dm?®/s i Dy w sposéb opisany réwnaniem

pn (@)

UWAGA: Pomiary wykonaj dla statej wysokosci spadku wigkszej niz 20 cm przy przeptywie

wyznacz wyktadnik a.
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@ < 0,05dm?/s. Te warunki zapewnig w przyblizeniu stalg predkoéé uderzenia strugi cieczy o
podtoze.

ROZWIAZANIA
Rozwigzanie zadania T1

Oznaczmy kolejne druty od lewej strony numerami 1,2,3.

Zauwazmy, ze poniewaz rozciagniecie kazdego drutu jest zaniedbywalnie mate w poréwnaniu z
jego dtugoscia oraz odlegltoscia miedzy drutami, mozemy przyjac, ze druty pozostaja pionowe.
Poniewaz uktad jest w rownowadze, wypadkowa sita i wypadkowy moment sit dziatajace na belke
sg réwne zeru. Sily rozciagajace druty F; sa rowne co do wartosci sitom, z jakimi poszczegodlne
druty dzialaja na belke. Zatem warunek réwnowagi srodka masy belki ma postac

F1+F2+F3:P. (1)

Liczac momenty sit wzgledem punktu przyltozenia sity ]3, mamy nastepujacy bilans

3 1 1
§QF1 + §CZF2 = §CLF3. (2)

Uktad réwnan (1) i (2) nie wystarcza do uzyskania jednoznacznego rozwigzania. Taki uktad w
mechanice nazywamy uktadem statycznie niewyznaczalnym. Dodatkowe réwnanie otrzymujemy
uwzgledniajac rozciaganie drutéw. Oznaczajac wydtuzenie drutu ¢ przez x;, z prawa Hooke’a
otrzymamy

F, = kx;.

Zatem kazdy z drutow wydtuzy sie proporcjonalnie do sity go rozciagajacej, a poniewaz druty sa
identyczne, state proporcjonalnosci sg identyczne. Poniewaz belka jest sztywna, punkty A, C, E,
w ktérych druty sa przymocowane do belki, leza na jednej prostej - patrz rysunek (oczywiscie w
celu lepszej ilustracji, na rysunku nie jest spelniony warunek, ze wydtuzenia drutéw sa znacznie
mniejsze od ich dtugosci oraz odstepéw miedzy nimi).
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LSS

Na podstawie rysunku mozemy napisa¢ nastepujaca relacje

IBC| |AC|  a

IDE|  |AE| 2a
Ale |BC| = zy — x1, zas |AC| = z3 — x4, a zatem otrzymujemy zwigzek

T3+ 11 = 229,

czyli dla sit

F3 -+ F1 - 2F2

Laczac to rownanie z bilansem sit i momentow sit, otrzymujemy

P P P
Flzia F2:77 F3:7‘
12 3 12
Punktacja zadania T1.
Warunek réwnowagi sit dziatajacych na belke (wzér (1) lub réwnowazny) ........... 2 pkt.

Warunek réwnowagi momentéw sit dziatajacych na belke (wzér (2) lub réwnowazny) 2 pkt.

Zwiazek miedzy sitami rozciagajacymi, wyprowadzony z prawa Hooke’a i sztywnosci

belki (wzor (4) lub rOWNOwaziy) ... 3 pkt.
Wynik koncowy (Wzory (5) ) ..ot 3 pkt.

Rozwigzanie zadania T2
Przez opornik miedzy przewodami 1 i 2 plynie prad o natezeniu

ot ot 3)-

= (]]3?2 sin (wt + %) sin (g) )

[12 =
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Przez opornik miedzy przewodami 1 i 3 ptynie prad o natezeniu

Iis = Uy ;LUE; _ []]_1? (cos (wt) — cos (wt + 2%”)) = (8)
= ?2 sin (wt + %’T) sin (%’r) = —?2 sin (wt — %) sin (%) : 9)

Zatem natezenie pradu ptynacego przez przewody jest rowne

U U U
I = Iy + I3 = V322 (sin (wt + %) — sin (wt — %)) = 2\/§§O sin g coswt = 3—2 cos wt, (10)

R R
Up .
,[2 = —112 = —\/gﬁo S1n (wt + %) y (11)
U
I3 =—13= \/§EO sin (wt — %) , (12)

gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze migdzy przewodami 2 i 3 nie ma opornika, czyli nie ptynie miedzy

nimi prad, oraz to, ze sin (%) = §

Sita elektrodynamiczna dzialajgca na jednostke dtugosci przewodu 1 jest réwna

- LL. Ll
J1= o 27rd€12 + 'u027rd613’

(13)
gdzie €, (k,m = 1,2,3) to wektor jednostkowy (wersor) od przewodu k do przewodu m.

Srednie wartoéci iloczynéw natezeri pradéw I, ; (usrednianie po dlugim przedziale czasu ozna-
czamy tu nawiasami katowymi () )sa réwne

<11[2> = <—3? coswt - \/3%] sin (wt + §)> = (14>
3W3UZ ). m . T 9 /2

:_Tﬁg <s1n3—|—sm <2wt—|—3>> :—ZR—Z, (15)

(I13) = <3(]]$ cos wt - \/5(]]; sin (wt _ 73r>> _ (16)
3WVBUS ) . om . ™ 9 U2

=g (g e (2= D)) = (17)

Powyzej wykorzystali$my fakt, ze srednia z sinusa po dtugim (w poréwnaniu do 27 /w) przedziale
zmiennosci jego argumentu jest praktycznie réwna zero, a srednia ze statej jest rowna tej stalej.

Zatem Srednia sita na jednostke dtugosci przewodu 1 jest réwna

o\ U 3. 3.\ 93 U .
(1) = S0rRed (_4612_4613> T4 mR2d ™Y (18)

gdzie &, = (€12 + €13) / |€12 + €13] = (€1a + €13) /V/3.

Strona 9 z 25



LXXI OLIMPIADA FIZYCZNA ROZW. ZAD. ZAWODOW I STOPNIA, cz. 2

. L . . ‘s Uz . .
Powyzsze wyrazenie oznacza, ze szukana sita ma wartosc %2’?]@0 -, Jest skierowana prostopadle

do przewodu 1 oraz prostopadle do ptaszczyzny wyznaczonej przez przewody 2 i 3, a zwrot jest
,0d” przewodéw 2 1 3 (tzn. przewody 2 i 3 odpychaja przewdd 1).

Punktacja zadania T2.

Natezenie pradu ptynacego przez opornik miedzy przewodami 11 2 (wzér (6) ) ...... 1 pkt.
Natezenie pradu plynacego przez opornik miedzy przewodami 113 (wzér (8) ) ...... 1 pkt.
Natezenie pradu plynacego przez przewod 1 (wzér (10) — wystarcza zauwazenie, ze
10 = Tia 5 113) « oo e 1 pkt.
Natezenie pradu plynacego przez przewdd 2 (wzor (11) — wystarcza zauwazenie, ze
Ly = 1) o 1 pkt.
Natezenie pradu plynacego przez przewdd 3 (wzér (11) — wystarcza zauwazenie, ze
.[3 = —113> .......................................................................... 1 pkt
Ogdlny wzér na site dziatajaca na jednostke dtugosci przewodu 1 (wzoér (13) lub réw-
LR10)1122174'01 ) PP 2 pkt.

Srednia sita elektrodynamiczna dziatajaca na jednostke dtugosci przewodu 1 (wzér (18)
TUD TOWNOWAZILY) .o .ottt e e et 3 pkt,
w tym za wartos¢ 2 pkt, za zwrot i kierunek 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T3

Przyrost energii wewnetrznej wody jest rowny mcAT; odczytujemy z wykresu przyrost tempe-
ratury AT = 56 K i mnozymy przez mc. Otrzymujemy

Q1 = mcAT = 329 kJ. (19)

Ciepto dostarczone przez grzejnik jest wicksze od powyzszego z powodu odptywu ciepta ()5 do
otoczenia podczas grzania. Moc tracona P jest proporcjonalna do réznicy temperatur miedzy
czajnikiem a otoczeniem, zatem

gdzie « jest stalg proporcjonalnodci. Suma w tym wzorze jest polem miedzy wykresem a linig
pozioma T' = Ty w zakresie odpowiadajacym dziataniu grzejnika, czyli od ¢t = 0 do £ = 6 min.
Dzielac ten obszar na prostokaty lub trapezy obliczamy

S (T — Tp) At = 200 K - min = 12000 K - 5. (21)

Aby wyznaczy¢ stala «, nalezy zbada¢ szybko$¢ stygniecia po wytaczeniu grzejnika. Wspotezyn-
nik nachylenia prostej stycznej do wykresu w danym punkcie jest chwilowa szybkoscia stygniecia
wyrazong w K/min. Na przyktad, styczna do wykresu w punkcie 7" = 60 °C ma wspdtcezynnik
nachylenia AT/At ~ 3,2 K/min, a w punkcie T = 40 °C — AT /At ~ 1,7 K/min. (Najbar-
dziej doktadng wartos¢ wspotezynnika nachylenia uzyskamy rysujac prosta styczna do wykresu
i odezytujac jak najwieksze przyrosty At i AT.) llorazy AT /(T — Ty)At maja wiec zblizone
wartoéci réwne ok. 0,083 min~! = 1,4-1073 s7!, co potwierdza zatozenie o proporcjonalnosci P
do réznicy temperatur. (Mozna tez zbadaé, w jakim przedziale czasu T'— Tj spada e = 2,718
razy.) Wspélezynnik « jest opisany wzorem
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meAT
a= T ToAr (22)

Obliczamy « ~ 8,2 W/K, stad Q2 ~ 98 kJ. Uwzgledniajac Q) = Q1 + Q2 otrzymamy

Q ~ 430 kJ. (23)

Punktacja zadania T3.

Przyrost energii wewnetrznej wody (wzor (19) lub réwnowazny) .................... 2 pkt,

w tym wynik liczbowy 1 pkt.
Zauwazenie, ze ciepto dostarczone przez grzejnik jest wieksze z powodu odptywu cie-
pta do otoczenia oraz wzoér na cieplo, ktére odptyneto do otoczenia (wzér (20) lub

FOWTIOWAZILY )+« o v e vttt e et e e e e et et et e e e e e e e e e e e 3 pkt.
Wyznaczenie pola miedzy wykresem a linig poziomg 1" = Ty w zakresie odpowiadaja-
cym dziataniu grzejnika (wzér (21) lub réwnowazny) ..., 2 pkt,

w tym 1 pkt za sposob wyznaczenia tego pola i 1 pkt za wynik liczbowy.
Przedstawienie sposobu wyznaczenia statej oo ....... ... 1 pkt.
Warto$¢ liczbowa a (/2 8,2 W/K) ..o 1 pkt.
Szukane ciepto dostarczone (wzor (23)) ...t 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T4 (numerycznego)

Stan uktadu w danej chwili ¢ mozemy przedstawi¢ za pomoca tabeli, w ktorej i oznacza numer
atomu (od 1 do 100)

? 1 2 3 3 98 99 100
A(t) | Aa(t) | As(t) | As(t) | A(t) | Ags(t) | Agg(t) | Aroo(t)

przy czym A;(t) odpowiada izotopowi, z ktérym w chwili ¢ mamy do czynienia w przypadku
atomu 1.

Zamiast uzywac¢ nazw izotopow, wygodniej bedzie uzywaé¢ ich numeréw w danym szeregu pro-
mieniotwérczym, zgodnie z ponizsza tabelka

numer izotopu w szeregu 1 2 3 4
szereg uranowo-radowy | ?¥Po | 24Pb | 2M4Bi | 219pp

szereg uranowo-aktynowy | 2'Pb | 21Bj | 297T] | 207pPh

Np. w przypadku szeregu uranowo-radowego A; = 1 oznacza 2'8Po, natomiast A; = 2 oznacza
214Pb. Pomineliémy tu 2'“Po, gdyz zgodnie z tredcig zadania mozna przyjaé, ze ten izotop rozpada
sie natychmiast, a wiec w praktyce 2'*Bi rozpada sie na 2'°Pb.

Podobnie czasy potowicznego zaniku izotopéw w danym szeregu bedziemy oznaczali przez T7. .. |,
np. w przypadku szeregu uranowo-radowego T'[1] to czas potowicznego zaniku 2!8Po.

Symulacje mozna przeprowadzi¢ nastepujaco:
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Wybieramy maksymalny czas tmax, do ktérego badamy uktad. Rozwazamy chwile ¢;, przy czym
to = 0, tjy1 = t; + At, t; < tpax. Odstep czasu At powinien by¢ wiele razy mniejszy od
najkrotszego z rozpatrywanych czaséw potowicznego zaniku; nie uwzgledniamy tu rozpadow
uznanych za natychmiastowe.

1. W chwili ¢, mamy do czynienia tylko z pierwotnym izotopem, czyli A;(to) = 1 dla wszystkich
i

2. Jesli znamy stan atomu ¢ w chwili ¢;, to stan w chwili ¢;;, ustalimy nastepujaco:

a) jesli A;(t;) jest maksymalng wartoscig odpowiadajaca danemu szeregowi (po pominieciu 24 Po,
w przypadku obu szeregéw oznacza to A;(t;) = 4; np. dla szeregu uranowo-aktynowego jest to
trwaly — w kontekscie tego zadania — izotop 2°’Pb),

to A;(tjr1) = Ai(t).

b) w przeciwnym przypadku losujemy liczbe x z przedziatu [0, 1] (rozktad prawdopodobiefistwa
powinien by¢ tu jednorodny). Jesli

1\ At/T[Ai(t;)]

to A;(tjz1) = Ai(tj) + 1, czyli przyjmujemy ze rozpad nastapil. W przeciwnym przypadku
A;(tjs1) = Ai(t;) (przyjmujemy, ze rozpad nie nastapit).

Powyzsza procedure powtarzamy dla wszystkich ¢, czyli wszystkich atomow.

Poniewaz interesuje nas sumaryczna liczba izotopéw danego typu, gdy juz znamy wszystkie
A,(tj+1), wyznaczamy liczbe izotopéw danego typu w rozpatrywanej prébee. Odpowiednie warto-
Sci oznaczmy przez N [1](t;+1), N[2](tj+1) itd., tzn. np. dla szeregu uranowo-aktynowego N[2](;41)
oznacza liczbe atoméw, ktore sa izotopem ' Bi w chwili ¢, . (Zauwazmy, ze zachodzi N[1](0) =
100, N[2](0) = 0, N[3](0) = 0... bo w chwili poczatkowej mamy do czynienia tylko z wyjsciowym
izotopem; oczekujemy réwniez, ze dla duzych czaséow ¢ bedzie zachodzi¢ N[1](t) = 0, N[2](t) = 0,
NI[3](t) = 0, N[4](t) = 100.)

3. Procedure 2 powtarzamy dla wszystkich chwil ¢; od ¢y = 0 az do t; = tmax.

Maksymalny czas tn.x przyjmiemy arbitralnie jako réwny 200 minut, jako to wielokrotnosé
najdtuzszego z czaséw rozpadu sposrdd czasow krotszych niz 22,3 lata.

Wazny jest wyboér odpowiedniej wartosci At. Poniewaz istotne w naszym zagadnieniu czasy po-
towicznego rozpadu sa rzedu minut, przyjmujemy, ze At = 0,1 min jest dobra wartoscig kroku
czasowego. Niestety nie mozemy zastosowaé to zwykle stosowanej w tego typu zadaniach proce-
dury polegajacej na dwukrotnym zmniejszeniu kroku czasowego a nastepnie, sprawdzeniu, czy
wyniki w tym nowym przypadku sa (w granicach zalozonej dokladnosci) zgodne z poprzednimi
- ze wzgledu na losowy charakter symulacji, w kazdym przypadku oczekujemy innych wynikow.

Opis implementacji algorytmu przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego.
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Uzycie arkusza kalkulacyjnego jest bardzo naturalne w rozpatrywanej sytuacji: kolejne kolum-
ny odpowiadaja kolejnemu numerowi atomu, kolejne wiersze to odpowiednie chwile czasu, a
zawarto$¢ komorki to rodzaj izotopu.

Wiersz odpowiadajacy chwili zero zawiera tylko wyjsciowy izotop, w nastepnych wierszach znaj-
duja sie formuly odpowiadajace przedstawionym powyzej obliczeniom. Do generacji liczb loso-
wych uzyto tu funkeji LOS() (wystepujacej w polskiej wersji programu Excel), zwracajacej liczbe
pseudolosowa z przedziatu [0, 1]. Dodatkowo, zgodnie z przedstawionym powyzej opisem symu-
lacji, dla kazdego wiersza wyznaczono liczbe izotopoéw danego typu. Te liczby przedstawiono na
wykresie w funkcji czasu.

W programie Excel, aby przeprowadzi¢ nowe losowania i wygenerowa¢ nowe dane, wystarczy
wcisnacé klawisz F9.

Skoroszyt (dostepny na stronie internetowej KGOF) zawiera dwa arkusze, po jednym dla kazdego
7 SZeregow.

Wykresy odpowiadajace 5 symulacjom dla kazdego z szeregéw przedstawione sa ponize;.

Wykresy dla szeregu uranowo-radowego.

Szereg uranowo-ri(‘:l_orw,;y,_,_,_,—’_'
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Wykresy dla szeregu uranowo-aktynowego
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Omoéwienie wynikow

7 przedstawionych wykresow wynika, ze charakter zaleznosci dla danego szeregu jest taki sam,
cho¢ wykresy sie r6znia. W przypadku szeregu uranowo-radowego po czasie t = 7' = (50£10) min
od otrzymania stoika rzeczywiscie praktycznie wszystkie podarowane jadra juz ulegty rozpadowi,
a w $rodku znajduja sie 3 inne izotopy i liczba jader kazdego z nich wynosi okoto Ny/3. Takiej
sytuacji nie obserwuje sie w przypadku szeregu uranowo-aktynowego. Zatem Sherlock otrzymat
w stoiku 2*¥Po.
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Na stronie internetowej KGOF znajduje sie réwniez program w jezyku programowania C-++
bedacy implementacja przedstawionego powyzej algorytmu.

Punktacja zadania T4.
Opis sposobu przeprowadzenia symulacji (algorytm) zgodny z przedstawionym powyzej

4 pkt.
Opis implementacji algorytmu (np. w postaci arkusza kalkulacyjnego lub programu w
JEZYKU C) L 1 pkt.
Przedstawienie co najmniej 5 wykreséw dla kazdego z szeregéow. Wykresy powinny by¢
rozne, ale o charakterze zgodnym z przedstawionym powyzej. ....................... 3 pkt.
Whiosek, ze Sherlock otrzymat w stoiku 28Po ......... .. ... ... ... ... 1 pkt.

Oszacowanie czasu T (np. 7' = (50£10) min, zgodne z tym, co otrzymano na wykresie)
1 pkt.

Rozwigzanie zadania D1

Cze$é teoretyczna

Pomyst na rozwiazanie zadania polega na zmierzeniu predkosci granicznych opadania kulek o
roznych promieniach w polu grawitacyjnym, a nastepnie poréwnaniu otrzymanych zaleznosci z
zalezno$ciami przewidywanymi przez oba zaproponowane modele. Kulka o objetosci V', gestosci
pr 1 promieniu r opada pod wplywem ziemskiego pola grawitacyjnego ¢, zatem dzialajaca na
nig efektywna sita ciezkosci @), czyli ciezar kulki pomniejszony o site wyporu wynosi

Q=Vi(pr—p)g= ;lwg(pk —p)g- (24)
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Gdy opadanie trwa wystarczajaco dtugo, by predko$é¢ kulki osiagneta warto$¢ graniczng v, za-
chodzi réwnowaga sity @) i sity oporu F' :

Q=F. (25)
W przypadku modelu zaktadajacego przeptyw laminarny, réwnanie 25 przyjmie postac
4
§7T7’3<,0k —p)g = F, = 6mprv. (26)

Stad, pierwiastek wartosci predkosci granicznej jest wprost proporcjonalny do promienia kulki:

20k —p)g
VU = o r = Ar, (27)

gdzie wspotezynnik proporcjonalnosci A jest réwny:

2(pk — p)g
A== I 28
ok (28)
co prowadzi do
_ 2(pr—p)g
H="ox2 (29)

Wartos¢ wspotezynnika A nalezy wyznaczyé do$wiadczalnie.
W przypadku przeptywu turbulentnego, réwnanie 25 przyjmie postac

4 1 1
1 (pp — p)g = F, = = pv*c,S = ~pvic,mr?, (30)
3 2 2
zatem w modelu ruchu z przeptywem turbulentnym kwadrat wartosci predkosci granicznej kulki
jest wprost proporcjonalny do promienia kulki:

2 _ 8(pr—r)g

=———>r=2R8 31
v 300, r r, (31)

gdzie wspotezynnik proporcjonalnosci B jest rowny:

8(pk — p)g
B=t 77 32
S,OCm ? ( )
co prowadzi do
~ 8(pk—p)g
Cp = 358 (33)

Czes¢ doswiadczalna

W celu wyznaczenia parametréw ruchu kulek wykorzystano kamere wideo wbhudowana w smart-
fon. Smartfon ustawiono w odlegtosci okoto 80 cm od walcowego naczynia z woda. Aby zmini-
malizowa¢ wplyw paralaksy, obiektyw kamery ustawiono na wysokosci odpowiadajacej potowie
wysokosci naczynia. Obok naczynia, w tej samej odlegtosci od obiektywu co 0§ naczynia, usta-
wiono pionowo linijke shuzaca za skale wysokosci. Uruchomiono nagrywanie wideo, a nastepnie
upuszczano kulki z niewielkiej gltebokosci pod powierzchnia wody dbajac o to, zeby nie przy-
legaty do nich pecherzyki powietrza i aby kulki nie zblizaly sie podczas opadania do Scianki
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naczynia. Potozenia kulek w kolejnych klatkach nagrania wyznaczano przez poréwnanie z wi-
doczng na nagraniu skalg linijki. Przyjeto, ze niepewnos¢ okreslenia odlegtosci pokonanej przez
kulke pomiedzy kolejnymi klatkami nagrania jest rowna jednej podziatce linijki, czyli 1 mm. Ko-
rzystajac z faktu, ze ruch kulek byl rejestrowany z szybkoscia 30 klatek na sekunde, obliczono
wartosci predkosci chwilowej kulek pomigdzy kolejnymi klatkami, a nastepnie przedstawiono je
na wykresie na rysunku 1.

I 3mm

o
oo
T

Yor : § Smm
I 4mm
SRR

o
o))
T
|
]
&
¢
]
-l
]
L

Predkos¢ (m/s)

o
o
T
1

o
N
T
L

0,0 :
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100
Czas (s)

Rysunek 1: Pomiary wartosci chwilowej predkosci réznych kulek podczas opadania. Wartosci
przy kolejnych zestawach danych oznaczaja srednice zrzucanej kulki.

W koncowej fazie ruchu kazdej z kulek warto$¢ predkosci pozostawata stata z doktadnoscia do
niepewnosci pomiaru. Przyjeto, ze warto$¢ predkosci granicznej kulki jest réwna ostatniej zare-
jestrowanej wartosci predkosci chwilowej. Wartosci predkosci granicznych wyznaczone dla kulek
o roznych srednicach przedstawiono na dwoch wykresach na rysunku 2. Na pierwszym z nich
przedstawiono pierwiastek z wartosci predkosci granicznej w zaleznosci od promienia kulki, aby
sprawdzi¢ liniowg zalezno$¢ przewidziana wzorem (27) wynikajaca z modelu przeptywu laminar-
nego. Na drugim wykresie przedstawiono kwadrat otrzymanych wartosdci predkosci granicznych
celem sprawdzenia zaleznosci opisanej wzorem (31) wynikajacej z modelu przeptywu turbu-
lentnego. W obu przypadkach dokonano dopasowania prostej najlepiej odpowiadajacej danym
pomiarowym. Stwierdzono, ze model ruchu z przeptywem turbulentnym pozwala znacznie lepiej
odtworzy¢ dane uzyskane podczas eksperymentu.

Odczytano wspoétezynnik kierunkowy B dopasowanej prostej, a nastepnie korzystajac z rownania
(33) obliczono ¢, = 0,50. Przyjeto przyspieszenie grawitacyjne g = 9,81%, gestos¢ stali p, =
8000 % oraz gestos¢ wody p = 1000 %. Nastepnie, dopasowano proste o skrajnych nachyleniach
zgodnych z punktami pomiarowymi i otrzymano skrajne wartosci c'** = 0,59 oraz c*" = 0,41.
Przyjeto, ze niepewnos¢ wyznaczenia wspotczynnika oporu aerodynamicznego kuli jest réwna
potowie réznicy otrzymanych skrajnych wartosci. Wspotezynnik oporu aerodynamicznego kuli
wynosi zatem
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¢, = 0,00 £ 0,08. (34)
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Rysunek 2: Pierwiastek kwadratowy (a) oraz kwadrat (b) wartosci predkosci granicznej kulek w
zaleznosci od promieni kulek. Proste narysowane linig ciagla przedstawiaja proste najlepszego
dopasowania do odpowiednich modeli. Linie przerywane przedstawiajg skrajne proste zgodne z

punktami pomiarowymi.

Punktacja zadania D1.

Wyznaczenie relacji promienia kuli do jej predkosci granicznej w obu modelach oporéw

ruchu (wzory (27) oraz (31) lub réwnowazne) ........ ..., 4 pkt.

Pomyst na roztrzygniecie, ktory z modeli lepiej opisuje ruch kulki, na przyktad przez

dopasowanie prostych . ........ . 4 pkt.
Pomyst na wyznaczenie wspétezynnika ¢, lub p (wzér (29), (33) lub réwnowazny) .. 2 pkt.
Opis uktadu pomiarowego umozliwiajacego wyznaczenie predkosci chwilowych kulek 2 pkt.

Wyznaczenie predkosci granicznych dla co najmniej czterech kulek .................. 2 pkt.
Okreslenie, ktory z podanych modeli lepiej opisuje ruch kulki ....................... 2 pkt.
Wyznaczenie wspotezynnika ¢, lub g ... 2 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanego wyniku ........... ... i 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D2

Czes¢ teoretyczna

Roéwnanie dane w tresci zadania mozna sprowadzi¢ do postaci rownania prostej poprzez obustron-
ne zlogarytmowanie. Aby unikna¢ logarytmowania wielkosci mianowanej (wielkosci z jednostka
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fizyczna), mozna je uprzednio podzieli¢ obustronnie przez wielko$é ug = 1V:

U Uy -t
— = Lewe, (35)
Uo Ug

Po obliczeniu logarytmu naturalnego obu stron réwnania (35), otrzymujemy:

U Us t
NANNUANE .
Uo Uo RC ( )
Powyzsze réwnanie ma postaé¢ rownania prostej, w ktorym wspoétezynnik kierunkowy A ma

postac:
-1
A=—. 37
70 (37)
Po wyznaczeniu — przez dopasowanie prostej — wspotczynnika kierunkowego A mozna obliczy¢

pojemnos¢ kondensatora C:
1

(38)

Czes$¢ doswiadczalna

Eksperyment przeprowadzono przy uzyciu kondensatora o pojemnosci znamionowej rownej 470 pF'.
Wartos¢ opornika dobrano tak, aby zmiany napiecia U w obwodzie RC nastepowaly w skali cza-
sowej umozliwajacej wygodny pomiar stoperem. Wybrano wartos¢ oporu R = 22k(2, dla ktérej
czas charakterystyczny zmian napiecia R - C' = 10s. Kondensator i opornik potaczono, otrzy-
mujac obwod elektryczny zgodny z rysunkiem przedstawionym w tresci zadania. Dodatkowo, do
wyprowadzen kondensatora przy pomocy przewodow o dhugosci okoto jednego metra podtaczono
woltomierz. Zmierzono temperature w pomieszczeniu otrzymujac wynik 77 = 24 °C. Whaczono
stoper, a nastepnie podtaczono na chwile baterie do obwodu w poblizu woltomierza w taki spo-
sob, aby natadowac¢ kondensator. Po odlaczeniu baterii obserwowano napiecie mierzone przez
woltomierz. Przy pomocy stopera notowano chwile czasu, kiedy napiecie osiggato wartosci kolej-
no8V,7V,6V, 5V, 4V 3V, 2V, 15V, 1Voraz0,5V. Przyjeto, ze niepewnos¢ okreslenia chwil
czasu, w ktérych byty osiggane kolejne napiecia jest rowna typowemu czasowi reakcji cztowieka,
czyli 0,3s.

Procedure powtorzono po umieszczeniu kondensatora i opornika w zamrazalniku w taki spo-
sob, aby nieodizolowane elementy obwodu elektrycznego nie dotykaly wnetrza zamrazalnika.
W zamrazalniku umieszczono tez termometr. Przed odczytaniem temperatury i przystapieniem
do pomiaréw szybkosci roztadowania kondensatora odczekano kilkanascie minut, aby elementy
doswiadczalne osiggnely temperature wnetrza zamrazalnika. Zmierzona temperatura w zamra-
zalniku wyniosta T, = —23°C.

Wyniki pomiaréw w obu temperaturach przedstawia rysunek 3. Niepewnos¢ okreslenia chwil
czasu w ktorych napiecie osiggato kolejne wartosci miesci si¢ w szerokosci symboli naniesionych
punktéw pomiarowych. Do obu otrzymanych zaleznosci dopasowano prosta najlepszego dopa-
sowania oraz proste o skrajnych nachyleniach zgodne z punktami pomiarowymi. Obliczono ich
wspOlezynniki kierunkowe, a nastepnie na podstawie wzoru (38) obliczono pojemnosé konden-
satora w temperaturze T} = 24°C:

Cy = (530 + 40) uF. (39)
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Rysunek 3: Wyniki pomiaréw napiecia kondensatora w zaleznosci od czasu.

oraz w temperaturze To, = —23°C:
Cy = (470 £ 40) uF. (40)

Niepewnosci wynikow koncowych obliczono jako potowe réznicy miedzy wartosciami pojemnosci
obliczonymi dla prostej o najwiekszym nachyleniu, dla wielko$ci oporu powiekszonej o niepew-
nos¢ zwigzang z klasg oporu opornika oraz dla prostej o najmniejszym nachyleniu, dla wielkosci
oporu pomniejszonej o niepewnos¢ zwigzang z klasa oporu opornika.

KOMENTARZ: Wielkos¢ niepewnosci pojemnosci C oraz Cy sugeruje, ze nie mozna roztrzy-
gna¢, ktora z tych dwodch wielkosci jest wigksza. Jednakze, znaczny wktad do niepewnosci wyni-
kow koncowych jest zwigzany z klasg doktadnosci uzytego opornika. Zaktadajac, ze warto$é¢ oporu
opornika jest znana doktadnie, mozna otrzymaé¢ C; = (530 +20) uF oraz Cy = (470 £ 20) uF, co
oznaczaloby, ze pojemnos$é¢ C jest wieksza, niz pojemnosé Cy. Warto zauwazy¢, ze oba pomiary
zostaly wykonane przy uzyciu tego samego opornika. Odchylenie jego oporu od wartosci zna-
mionowej powoduje, ze pomiar pojemnosci Cy oraz Cy jest w obu przypadkach zawyzony (lub
w obu przypadkach zanizony) o podobna warto$¢. W takiej sytuacji méwimy, ze niepewnosci
wyznaczenia C] oraz (5 sg skorelowane.

Punktacja zadania D2.

Pomyst na metode pomiaru pojemnosci kondensatora oraz wybor wartosci oporu opor-

00 T 3 pkt.
Pomyst na wyznaczenie wartosci pojemnosci kondensatora (wzory (36) oraz (38) lub
TOWILOWAZIIE) v ettt ettt et ettt e e e e e e e et e e e e e e e 3 pkt.
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Opis uktadu pomiarowego oraz metody pomiaru napiecia kondensatora w zaleznosci

O CZASU .ottt 3 pkt.
Pomiar temperatur z uwzglednieniem warunku dojscia uktadu do rownowagi termiczne;j

1 pkt.
Wykonanie co najmniej 5 pomiaréw napiecia dla obu temperatur ................... 4 pkt.
Wyznaczenie pojemnosci kondensatora w obu temperaturach ....................... 4 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanych wynikéw ......... .. . i 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D3

Czes¢ teoretyczna

Przeptyw cieczy () mozna wyznaczy¢ przez zmierzenie czasu t potrzebnego do napetienia na-
czynia o znanej objetosci V. Przeptyw wynosi wtedy

V
Roéwnanie dane w tresci zadania mozna sprowadzi¢ do postaci rownania prostej poprzez obustron-
ne zlogarytmowanie. Aby uniknaé¢ logarytmowania wielkosci mianowanej (wielkosci z jednostka
fizyczna), mozna je uprzednio podzieli¢ obustronnie przez dy = 1 cm:

D D “
) <Q> ' (42)
do  do \Qo
Logarytmujac, otrzymujemy réwnanie prostej, w ktorym wspotezynnikiem kierunkowym jest
parametr «:
D Q Dy
lo () =«alo () +lo () . 43
€10 do €10 Qo €10 dy (43)

Czes$¢ doswiadczalna

Szklana brytfanke o ptaskim dnie potozono do géry dnem w umywalce w taki sposob, aby
strumien wody trafial w srodek brytfanki i aby woda sptywata rownomiernie we wszystkich kie-
runkach. W celu wyznaczenia przepltywu wody uzyto szklanki o pojemnosci 400 ml. Przy uzyciu
stopera mierzono czas potrzebny do jej napetnienia, a nastepnie obliczano przeptyw, korzystajac
z rownania (41). Niepewnosé okreslenia czasu napelniania szklanki oszacowano przez kilkukrot-
ne powtérzenie pomiaru dla jednej z wartodci przeptywu i otrzymano wartosé 0,3s. Srednice
D okregu, na ktérym nastepuje zmiana charakteru ruchu wody, mierzono poprzez przyltozenie
linijki jak najblizej jego $rednicy, ale w taki sposob, aby nie zaburzy¢ strumienia wody. Kazdy
pomiar powtarzano trzykrotnie, zmieniajac kierunek przytozenia linijki, a otrzymane wartosci
pomiaru usredniano. Na podstawie rozrzutu wynikow pomiaréw niepewnos$¢ pomiaru $rednicy
D okreslono na 1cm. Procedure powtérzono dla kilku réznych wartosci przeptywu cieczy, a
otrzymane wyniki przedstawiono na rysunku 4.

Na podstawie dopasowania najlepszej prostej do danych pomiarowych wyznaczono réwnanie
prostej:
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Rysunek 4: Wyniki pomiaru srednicy okregu okreslonego granica zmiany charakteru przeptywu

cieczy przedstawione w zaleznosci od wartosci przeptywu.

D
log;, <d0> = 0,741og,, (g()) +2,15.

Dopasowano takze proste o skrajnych nachyleniach:

D

oraz 0
D
lo () — 09010 () +2.40.
€10 do €10 Qo
Otrzymana wartos¢ wykltadnika o wynosi zatem:

a = 0,74 %+ 0,15.

(44)

(45)

(46)

(47)

Niepewnos¢ wyktadnika a obliczono jako potowe réznicy wartosci a otrzymanych dla prostych

o najwiekszym oraz najmniejszym nachyleniu.

Punktacja zadania D3.

Pomyst na pomiar przeptywu cieczy (wzor (41) lub réwnowazny) ................... 2 pkt.
Pomyst na wykorzystanie logarytmowania do wyznaczenia wyktadnika a (wzér (43)

lub réwnowazny, wprowadzenie wielkosci dy nie jest wymagane) ..................... 4 pkt.
Opis uktadu pomiarowego umozliwiajacego wyznaczenie srednicy D ................ 2 pkt.
Wykonanie pomiaréw érednicy D dla co najmniej 5 réznych wartosci przeptywu . ... 4 pkt.
Powtarzanie pomiaru $rednicy D w réznych kierunkach ......... ... .. .. .. oL 2 pkt.
Wyznaczenie wyktadnika o ... .. o 4 pkt.
Ocena niepewnosci wyznaczenia wyktadnika o ........ ... . 2 pkt.
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