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Zadanie 1

Swistak S. Zyje na plaskiej, poziomej réwninie. Niestety
na tej samej réwninie zyja réwniez atakujace go w no-
cy drapiezniki. W celu obrony przed nimi, S. co jakis
czas wydaje krétki pisk o czestotliwosci fy. Na pod-
stawie odbitego od napastnika dzwieku (echa pisku),
w odpowiedniej chwili rzuca kamieniem w kierunku, z
ktérego doszedt ten dzwiek. Kamien jest zawsze rzucany
z predkoécia vg, pod katem o do poziomu. Przyjmujac,
ze odstep czasu miedzy wystaniem dzwieku i ustysze-
niem echa wynosi At, czestotliwos¢ ustyszanego przez
S. odbitego dzwieku to fy ( fi > fo), oraz ze napastnik
biegnie ze stata predkoscia w kierunku S., wyznacz czas
t, po ktorym od wydania pisku $wistak powinien rzucié¢
kamieniem, by trafi¢ napastnika.

Predko$é dzwicku w powietrzu jest rowna u, przyspie-
szenie grawitacyjne jest réwne g. Swistak pozostaje caly
czas w tym samym miejscu.

Zadanie 2

Zgodnie z symetrystyczng teoria ksztaltu Ziemi, jest
ona z jednej strony plaska (zeby zadowoli¢ plaskoziem-
cow), a z drugiej okragla (zeby zadowoli¢ kulistoziem-
cow) — czyli ma ksztalt pétkuli. Zakladajac, ze ta potku-
la jest jednorodna i ma gesto$¢ p, a na $rodku ptaskiej
czeSci przyspieszenie grawitacyjne wynosi g, wyznacz
promien tej potkuli.

Podaj wynik liczbowy dla p = 5,5 g/cm?, g = 9,81 m/s.
Uniwersalna  stala  grawitacyjna
G =6,67-1071 m3/(kg s?).

jest  réwna

Zadanie 3

Dwa zbiorniki — gérny i dolny — sg potaczone piono-
wa rurka o polu powierzchni przekroju poprzecznego S,
w ktorej moze sie przesuwaé bez tarcia masywny, szczel-
ny, przewodzacy ciepto tltok. Cisnienie i objetos¢ gazu
doskonatego nad tlokiem wynosza p; i Vi, a ciSnienie
i objetos¢ takiego samego gazu pod tlokiem wynosza po
i Va. Uklad jest w réwnowadze - zaréwno mechanicznej,
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Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ maksymalnie 20 punktow.

jak i termodynamicznej. Temperatura gazu i tloka jest
jednakowa i wynosi T'. Scianki zbiornikéw i rurka s ide-
alnymi izolatorami ciepta, a ich pojemno$¢ cieplna jest
zaniedbywana.

Wyznacz pojemnosé cieplng uktadu, tzn. wspdtezynnik
C w zaleznosci
AQ = CAT,

gdzie AQ jest cieptem, jakie nalezy dostarczy¢ do ukta-
du, aby temperatura podniosta si¢ o AT, przy czym
AT < T.

Ciepto molowe przy stalej objetosci rozwazanego gazu
jest rowne cy, a ciepto wlasciwe materiatu, z ktérego
wykonany jest tlok wynosi cp. Przyspieszenie grawita-
cyjne jest rowne g. Po podgrzaniu o AT uktad tez jest
w stanie rownowagi — zaréwno termodynamicznej, jak
i mechanicznej. Objetosci zbiornikéw i rurki przy pod-
grzewaniu nie ulegaja zmianie.

Podaj wynik liczbowy dla Vi = 0,10 m3, V5 = 0,10 m?,
p1 = 1,0-10° Pa, po = 5,0-10° Pa, S = 1,0 - 10~° m?,
T = 300 K, er = 130 J/(kg'K), ¢y = 29 J/(mol-K),
g = 9,81 m/s?. Uniwersalna stala gazowa wynosi

R = 8,31 J/(mol-K)
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ROZWIAZANIA ZADAN ZAWODOW II STOPNIA
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Rozwigzanie zadania 1

Pisk wystany przez swistaka przebywa droge do napastnika, odbija si¢ od niego i wraca. Ponie-
waz Swistak sie nie porusza, dzwiek odbija sie w chwili At/2; a napastnik znajduje sie wtedy

w odlegtosci

At
So = U (1)

Zgodnie z wzorami Dopplera czestotliwos¢ odbitego dzwigku styszanego przez $wistaka jest rowna
u utw

fi= Jo, (2)

u—w u

gdzie w to predkosé zblizajacego si¢ napastnika. Czynnik “t* to czynnik Dopplera dla porusza-
jacego sie obserwatora, zblizajacego sie zrodia (czyli “*Tw fo to czestotliwo$é¢ dzwieku styszana
przez napastnika), natomiast czynnik —*- to czynnik Dopplera dla poruszajacego si¢ zrédta
zblizajacego sie do obserwatora.

7 powyzszego réwnania wyznaczamy predkosé¢ napastnika

_h—J
w—f1+fou' )

2vg sin «

Przy rzucie ukosnym z predkoscia vy pod katem « czas ruchu to (jest to czas rzutu

pionowego do gory z predkoscia poczatkowa vy sin o), zatem zasieg rzutu to
_ 2ypsina

Sy = ————1) COS (4)
g

gdzie vy cos a jest pozioma sktadows predkosci kamienia.
W chwili upadku kamienia ¢,, (mierzonej od wydania pisku)
2vq sin «

by =1+ 5
J (5)

napastnik powinien by¢ doktadnie w odleglosci s, od swistaka, zatem
At
sr—so—w<tu—2>, (6)

gdzie w (tu — %) jest droga, jaka przebiegnie napastnik od chwili odbicia dzwicku (byt wtedy
w odlegtosci sg od $wistaka) do chwili upadku kamienia.

7 powyzszych rownan wyznaczamy szukany czas t
L (At 202 sin av cos a> fi+fo At 2uyysina
Ji—fo 2 g
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Zauwazmy, ze dla pewnych wartosci parametréw powyzsze t moze by¢ mniejsze od At lub nawet
ujemne. Oznacza to, ze S. nie zdazy rzuci¢ kamieniem tak, by trafi¢ napastnika.

Uzupelnienie — wyznaczenie wspolezynnika zmiany czestotliwosci (2).

Rozwazmy grzbiet fali dzwiekowej pisku, wychodzacy od $wistaka w chwili 7. Uwzgledniajac,
ze wzgledna predkosé fali i napastnika wynosi u + w, chwila 7/, w ktérej rozwazany grzbiet fali
dotrze do napastnika, spetnia réwnanie

s
U+ w

gdzie s(7) = const —wT jest odlegloscia napastnika od $wistaka w chwili 7 (const jest stala).

Poniewaz Swistak si¢ nie porusza, po odbiciu od napastnika, rozwazanemu grzbietowi fali zajmie
réwniez czas 7 — 7 dotarcie z powrotem do $wistaka. Zatem chwila 77, w ktérej grzbiet wrdci
do $wistaka jest dana wzorem

const —wr uUu—w const
=207 —-1)+17=2——+ 7= T :
U+ w U+ w U+ w

Dla nastepnego grzbietu fali zwiazek jest analogiczny, przy czym zamiast 7 nalezy wstawié
T+ 1/ fo, a zamiast 7" nalezy wstawi¢ 77 + 1/ f;. W konsekwencji otrzymamy

1 L u—w 1
o utwfo

co jest zwiazkiem rownowaznym réwnaniu (2).

Komentarze od organizatorow

Zadanie T1 przygotowane byto przez KGOF jako zadanie do$¢ tatwe. Rozwigzanie zadania wy-
magato znajomosci i biegtego postugiwania sie prawami ruchu jednostajnego, prawami rzutu
ukosnego, oraz prawami rzadzacymi efektem Dopplera. Zadanie dobrze zrdéznicowato uczestni-
kow czesci teoretycznej drugiego etapu Olimpiady. Wigkszos$¢ uczestnikow czesci doswiadczalnej
etapu drugiego miata dobrze lub bardzo dobrze rozwigzane to zadanie. Duza liczba uczestnikéw
(okoto potowa z nich) rozwiazala to zadanie bezbtednie lub z drobnymi btedami rachunkowymi.
Takie rozwigzania oceniane byty na 15 i wigcej punktow. Zwraca uwage duza liczba rozwigzan
bezbtednych (okoto 50). Typowym powazniejszym btedem znajdujacym sie z drugiej potowie
rozwigzan, byto niewtasciwie zastosowane prawo opisujace efekt Dopplera — w tym przypadku
chodzi o zmiane czestosci fali odbijajacej sie od poruszajacego obiektu, a nie tylko emitowane
przez poruszajace sie zrodto lub poruszajacy sie detektor. Rozwiazania z takim btedem oceniane
byty na 14 punktow, jesli nie byto innych btedow. Zdarzaly si¢ jednak drobne btedy rachunkowe
w niektorych rozwigzaniach, w tym przypadku ocena byta nieco nizsza.

Punktacja zadania 1.

Odlegtosé napastnika od $wistaka w chwili odbicia dzwigku (wzér (1)) .............. 1 pkt.
Zwiazek miedzy fi a fo (wzér (2) lub réwnowazny) — 2 pkt. Jesli wzor jest poprawny

tylko z doktadnoscia do wyrazéw liniowych w w/u ... i 1 pkt.
Predkosé napastnika (wzér (3) lub réwnowazny) ... 1 pkt.
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Jesli wzor jest poprawny tylko z dokladnoscia do wyrazow liniowych w (fi — fo)/ fo
w konsekwencji przyblizonego wzoru na f; — nadal 1 pkt.

Zasigg rzutu (wzor (4) lub rOWNOWaZIY) ........oo.iuiiiii e 1 pkt.
Chwila upadku kamienia (wzér (5) lub réwnowazny) ..., 1 pkt.
Ogélna posta¢ warunku na chwile ¢ odpowiadajaca trafieniu kamieniem w napastnika

(WzOr (6) lub TOWNOWAZILY) .. ... .o 2 pkt.
Szukane t (wzor (7) lub rOWNOWAZILY) ... ..ovi it 2 pkt.

Jesli wzor jest poprawny tylko z doktadnoscia do wyrazéw liniowych w (f; — fo)/fo — 1 pkt.

Rozwigzanie zadania 2

Podzielmy nasza potkule na mate wycinki kuli, o rozmiarach poprzecznych do promienia znacznie
mniejszych od niego — w praktyce sa to ostrostupy o wierzchotku w srodku ptaskiej czesci potkuli
i wysokosci R.

Rozwazmy jeden taki wycinek o kacie brytowym AS), tworzacy z osig potkuli kat a.

Rys. do rozw. zad. 2— przekroj potkuli. Przedstawiono jej wycinek o kacie brylowym A€,
tworzacy z osig potkuli kat «, fragment tego wycinka - warstwe o grubosci dr, podstawe tego
wycinka o powierzchni AQR?, rzut tej podstawy na plaskg czeéé potkuli, przyspieszenie
grawitacyjne od wycinka A~ oraz sktadowa tego przyspieszenia wzdtuz osi potkuli.

Przyspieszenie grawitacyjne w jego wierzchotku otrzymamy sumujac przyczynki pochodzace od
warstw znajdujacych sie¢ w przyblizeniu w statej odlegtosci od wierzchotka. Masa takiej jednej
warstwy o grubosci dr, znajdujacej sie w odlegtosci r» od wierzchotka jest rowna

pAQridr, (8)
a przyspieszenie grawitacyjne pochodzace od niej to

o pAQr2dr

r2

= GpAQdr. 9)
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UwzgledniliSmy tu, ze rozmiary poprzeczne warstwy sa mate w poréownaniu z odlegloscig od
wierzchotka, a zatem w prawie grawitacji mozna taka warstwe traktowac jako punktowa mase.

Zatem catkowite przyspieszenie grawitacyjne pochodzace od rozwazanego wycinka kuli w jego
wierzchotku wynosi

Ay =) GpAQdr = GpAQD> dr = GpAQR, (10)
gdzie sumujemy po warstwach.
(Jest nieco inaczej zapisany wynik zadania N7 z I stopnia tegorocznej Olimpiady).

To przyspieszenie jest wzdluz osi wycinka, czyli tworzy z osia potkuli kat . Z symetrii potkuli
wynika, ze szukane przyspieszenie wypadkowe bedzie skierowane wzdtuz osi poétkuli. Sktadowa
przyspieszenia pochodzacego od jednego ostrostupa wzdtuz osi potkuli wynosi

Ay cosa = GpAQR cos a. (11)

Przyspieszenie wypadkowe jest rowne sumie takich przyspieszen od wszystkich wycinkow kuli
znajdujacych sie w rozwazanej potkuli. Zauwazmy, ze R?AS) cos a to rzut powierzchni podsta-
wy wycinka na ptaskg powierzchnie potkuli, a zatem suma wszystkich takich rzutéw jest rowna
powierzchni ptaskiej czedei potkuli, czyli mR2. Czyli sumujac po wszystkich wycinkach kuli wcho-
dzacych w sktad rozwazanej potkuli dostaniemy

g = GpRm. (12)
Stad
rR=-7_. (13)
mGp
Podstawiajac dane liczbowe otrzymamy
R=8,5-10° km. (14)

Komentarze od organizatorow

Posréd podejmowanych przez uczniow prob rozwigzan zadania praktycznie nie byto prac ktore
podazalyby droga rozumowania zblizong do oficjalnego rozwiazania. Przewazajaca liczba uczest-
nikéw starata sie uzyska¢ zwigzek pomiedzy przyspieszeniem grawitacyjnym a promieniem pot-
kuli poprzez obliczenie odpowiedniej catki po potkuli.

Dwa najczestsze schematy dyskretyzacji potkuli polegaty albo na wypeknieniu jej wspotsrodko-
wymi potsferami albo pocigciu jej na réwnolegte do ptaskiej powierzchni cienkie plastry. Potsfery
lub okragte plastry dzielono nastepnie na cienkie pierscienie.

Niestety, takie drogi rozumowania nie daja si¢ w bezposredni sposob przetozy¢ na kryteria oceny
dostosowane do oficjalnego rozwigzania, przez co recenzenci zadan zmuszeni byli do okreslenia
alternatywnych kryteriéw oceny dla tego rodzaju rozwigzan.

Przyjete przez KGOF kryteria oceny rozwiazania poprzez bezposrednie catkowanie byty naste-
pujace:
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e Spostrzezenie, ze za sprawg symetrii wypadkowe przyspieszenie jest prostopadte do ptaskiej
powierzchni potkuli — 1 pkt

e Wydzielenie wtasciwej sktadowej pola grawitacyjnego podczas sumowania — 1 pkt

e Prawidlowe zapisanie natezenia pola grawitacyjnego od matego fragmentu potkuli — 2 pkt
e Poprawne obliczenie pola od cienkiego pierscienia — 1 pkt

e Poprawne obliczenie pola od plastra badz potsfery — 1 pkt

e Poprawne obliczenie pola od catej pétkuli — 2 pkt

e Poprawny wzor koncowy — 1 pkt

e Poprawny wynik liczbowy — 1 pkt

Przy czym btad w podpunkcie 3. lub kolejnych zasadniczo uniemozliwiatl uzyskanie punktéw za
nastepne podpunkty.

Najczestsze bledy wystepujace w rozwigzaniach byty nastepujace:

1. Przyjecie, ze sita grawitacji potkuli jest rowna sile grawitacji punktu materialnego o masie
rownej masie potkuli, umieszczonego w srodku masy potkuli.

2. Préba zastosowania prawa Gaussa - rozwazany uktad nie posiadat niestety wystarczajacej
symetrii, by mozliwe byto sensowne zastosowanie tej metody.

3. Zignorowanie wektorowej natury nate¢zenia pola grawitacyjnego i bezposrednie dodawanie
wartosci natezen skierowanych w réznych kierunkach. Pokrewnym bledem byto stosowanie
wzoru F'= GMm/r? do masy, ktéra nie byta punktowa (np. do calej polsfery).

4. Przyjecie, ze punkty na ptaskim plastrze znajduja sie w identycznej odlegtosci od srodka
ptaskiej powierzchni potsfery.

5. Proba catkowania grawitacji od potsfery poprzez wypeknienie jej potkolami. W zadnym z
zaprezentowanych rozwigzan ten sposob podziatu poétsfery na rozltaczne kawaltki nie zostal
zastosowany poprawnie.

Poniewaz rozwigzanie zadania zasadniczo sprowadzato sie do znalezienia wartosci wspotczynni-
ka A w wyrazeniu g = AGRp, przez to istnialo pewne ryzyko znalezienia poprawnej wartosci
A na podstawie blednych przestanek. Niektére takie rozwigzania prezentowaly do tego tudzaco
podobne do poprawnego rozumowaniem. Najtrudniejsza do dostrzezenia sposobnos¢ do takiego
bledu pojawiata sie przy probie catkowania po ptaskich plastrach potsfery. Obliczenie catki nie-
oznaczonej zamiast oznaczonej po ptaskich plastrach lub pomylenie granic catkowania potrafito
mimo wszystko doprowadzi¢ do identycznego z poprawnym wyniku na koniec.

Punktacja zadania 2.

Podziat pétkuli na kuli na elementy, ktore mozna traktowaé jako punktowe i pole od
takiego elementu (wzor (9) lub rOWNOWazZny) ..........ooviiii i 2 pkt.
Przyspieszenie pochodzace od waskiego wycinka kuli (wzér (10)) .................... 2 pkt.
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Zauwazenie, ze przyspieszenie wypadkowe jest skierowane wzdluz osi potkuli oraz

uwzglednienie kata .. ... 2 pkt.
Zauwazenie, ze AS cos 6 jest rzutem na plaska czesé potkuli i policzenie sumy jako 7w R?

(lub inny, poprawny sposéb wyznacznienia tej SUMY) ..............cooveiinenennen... 2 pkt.
WzZOT KONCOWY .o e 1 pkt.
Wynik Hezbowy (14) oo 1 pkt.

Rozwigzanie zadania 3

Zauwazmy, ze AQ) to energia potrzebna do zwiekszenia energii wewnetrznej gazu, zwiekszenia
energii wewnetrznej ttoka, oraz przesuniecia ttoka, czyli

AQ = cyni AT + cyno AT + mer AT + mgAx, (15)

gdzie ny oraz ns to liczby moli gazu odpowiednio nad i pod tlokiem, m to masa ttoka a Az jego
przesuniecie (dodatnie — w gore).

Uwzgledniajac rownanie stanu gazu doskonatego pV' = nRT oraz warunek réwnowagi ttoka
(p2 — p1) S =my, (16)

otrzymamy
AQ = SePLANT + P22 AT + mpAT + poAVs + p1AV; = -
17
= WEUNT 4 ©L22RAT + mer AT + (py — p1) AVa,
gdzie AV, jest przyrostem objetosci pod cylindrem, a AV; = —AV5 jest przyrostem objetosci nad
cylindrem (oczywiscie moze to byé¢ wielkosé ujemna), a (p2 — p1) AVe = (p2 — p1) SAx = mgAx.

Zauwazmy, ze z rOwnania stanu gazu doskonatego wynika, ze przy matej zmianie temperatury
pAV + VAp =nRAT, (18)

gdzie pomineliSmy wyrazy proporcjonalne do AV - Ap i przyjeliSmy, ze n jest state.
Uwzgledniajac rownanie stanu gazu doskonatego, powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w postaci
AV A AT
AV Ap AT (19
\%4 P T

lub

p _P
VAV + Ap = TAT, (20)

Odejmujac stronami tego typu réwnanie dla gazu pod ttokiem od odpowiedniego rownania nad
ttokiem otrzymamy

D2 D1 D2 D1
AV, — —=A Apys — Ap; = =AT — —=AT.
v Va Vv Vi + Ap,y P1="7 T

Ale po podgrzaniu gazu znowu ustala sie rownowaga mechaniczna, zatem
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Uwzgledniajac dodatkowo AV) = —AV, otrzymamy

AV = 2B AT (22)
T(%+%)

Podstawiajac to do wzoru na AQ) otrzymujemy

cy piVA cy p2Va (p2 — 1)
VPN VP22AD 4 AT + P27 P AT (23)

MtET AT (e 8)

Mase ttoka m wyznaczymy z warunku rownowagi mechanicznej w stanie poczatkowym; otrzy-
mamy
—p1)S
m— (p2 —p1) (24)
)

Zatem szukana pojemno$¢ cieplna jest réwna

O:C—V Vit ooV _1_(132—]?1)5c + (pQ—p1)2 ' 95
RT(pll p2Va) g T T(%+%> (25)
Dla danych liczbowych z tresci zadania otrzymujemy
C =840 ) 26
Punktacja zadania 3.
Ogélny wzor na energie potrzebna do zwiekszenia energii wewnetrznej gazu przy wzro-
Scie temperatury o AT (wzoér (15) lub réwnowazny) ..., 3 pkt
-1 pkt za kazdy brakujacy element.
Wyznaczenie masy tltoka (wzér (24) lub réwnowazny) ..., 1 pkt.
Uwzglednienie réwnania stanu gazu doskonatego do wyznaczenia liczby moli gazu nad
oraz pod ttokiem (jak np. we wzorze (17)) ..ot 1 pkt.
Zwiazek miedzy zmianami AV, Ap, AT wynikajacy z réwnania stanu doskonalego
(Wz6r (20) 1Tub TOWNOWAZILY ) .« ..ottt et e 1 pkt.
Zwiazek miedzy zmianami cisnienia wynikajacy z rownowagi mechanicznej w nowej
sytuacji (wzor (21) Tub réWnowazny) ... 1 pkt.
Jawny wzor na zmiane objetosci lub przesuniecie ttoka (wzér (22) lub réwnowazny) .1 pkt.
Jawny wynik koncowy (wzor (25) lub réwnowazny) ............c..ooiiiiiiiiiiiii. 1 pkt.
Wynik liczbowy (Wzor (26)) .. ..o 1 pkt.
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