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LXXI OLIMPIADA FIZYCZNA

ZAWODY III STOPNIA

CZESC TEORETYCZNA, 10.04.2022
Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksymalnie 20 punktéw.

Uwaga: na koncu tresci sa podane ogdlne zaleznosSci matematyczne, ktére moga by¢ przydatne przy rozwiagzy-

waniu zadan.

Zadanie 1

Kosmiczny teleskop Jamesa Webba krazy wokét punktu La-
grange’a L2 (patrz definicje ponizej) po — w przyblizeniu ko-
towej — orbicie o promieniu 7.

teleskop
Stonce

R
Rys. 1. Schematyczne przedstawienie teleskopu Webba

krazacego wokdt punktu L2. Pokazano réwniez Stonce oraz
Ziemie.

| Ziemia
s
I D

L2

Wyznacz okres obiegu T' teleskopu po tej orbicie, zdefiniowa-
ny jako najmniejszy odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi
polozeniami, odpowiadajacymi maksymalnej odleglosci tele-
skopu od plaszczyzny obiegu Ziemi wokot Stonca i znajduja-
cymi sie po tej samej stronie tej pltaszczyzny. Wynik wyraz
przez r, mase Stonca M, mase Ziemi m, promien orbity Ziemi
wokot Stonica R oraz okres obiegu Ziemi wokét Stonca Tg.

Pomin oddziatywanie Ksiezyca i pozostatych cial niebieskich.
Przyjmij, ze orbita Ziemi wokdél Stonca jest kotowa i uwzgled-
nij, ze masa Stonca jest znacznie wieksza od masy Ziemi. Roz-
waz tylko r znacznie mniejsze od odleglosci Ziemi od punktu
L2.

Punkt Lagrange’a L2 to punkt na osi Stonice-Ziemia, po prze-
ciwnej stronie Ziemi niz Stonce, taki, ze cialo w nim umiesz-
czone moze pozostawaé w tym samym polozeniu wzgledem
Stonca oraz Ziemi. Uwzglednij, ze odlegloéé¢ punktu L2 od
srodka Ziemi jest znacznie mniejsza od odleglosci Ziemi od
Stonca — co wynika z faktu, ze M > m.

Uwaga:

Wez pod uwage, ze w obracajacym sie ukladzie nieinercjal-
nym dziala sita Coriolisa.

Wektor tej sity lezy w plaszczyznie obrotu uktadu nieiner-
cjalnego i jest prostopadty do predkosci ciata w tym uktadzie.
Wartosé sity Coriolisa jest réwna 2uw v, |, gdzie ¥ jest rzu-
tem predkosci ciala na plaszczyzne obrotu uktadu, w — pred-
kos¢ katowa tego obrotu, a ;1 — masa ciata. Zwrot tej sily jest
zgodny ze zwrotem ¥ obréconego o kat 90° w plaszczyznie
obrotu ukladu przeciwnie do tego obrotu. (Przy uzyciu po-
jecia wektora predkosci katowej oraz iloczynu wektorowego
site Coriolisa mozna zapisaé¢ jako —2ud x )

Zadanie 2

Wewnatrz sferycznej banki mydlanej o promieniu rq znajdu-
je sie wspolsrodkowa z nig banka mydlana o promieniu ro —

patrz rysunek. Banki sa natadowane jednorodnie — wewnetrz-
na tadunkiem +@Q, a zewnetrzna tadunkiem —@. Napiecie
powierzchniowe wody z mydlem tworzacej banki wynosi o.
Na zewnatrz wiekszej banki ci$nienie powietrza wymnosi pg.
Uklad jest w réwnowadze. Wyznacz ciSnienie py powietrza
wewnatrz mniejszej banki oraz ciénienie p; powietrza pomie-
dzy bankami.

Do

Rys. 2. Dwie wspélsrodkowe, natadowane banki mydlane.

Informacja dodatkowa

Dla wody z mydlem o wspdlczynniku napiecia powierzch-
niowego o energia powierzchniowa utworzonej z niej btonki
o powierzchni S jest réwna 20S (czynnik 2 pojawia sie, gdyz
musimy uwglednié obie strony blonki).

Zadanie 3

Zwojnica sktada si¢ z N réwnomiernie nawinietych zwojéw
cienkiego drutu tworzacych w sumie powierzchnie boczna
walca o promieniu r i dtugoéci h, przy czym h > r. Przez te
zwojnice plynie zmienny prad o natezeniu I = Iy sin Qt, gdzie
Iy i © oznaczaja dodatnie stale, a t — czas. W chwili ¢ = 0
przez maly odstep miedzy zwojami do wnetrza zwojnicy, pro-
stopadle do jej powierzchni bocznej, wleciata z predkoscig v
mala kulka o masie m, naladowana tadunkiem ¢, patrz Rys.
3.1.

Wnhetrze
Zwojnicy \

Rys. 3.1. Przekréj zwojnicy prostopadle do jej osi. Pokazana
jest rowniez wlatujaca do jej érodka kulka.




Zaobserwowano, ze po chwili kulka wyleciata ze zwojnicy w
kierunku przeciwnym do poczatkowego, patrz Rys. 3.2.

A
I
Whnetrze
' * Zwojnicy
o« »
(%

Rys. 3.2. Powiekszony fragment przekroju zwojnicy
prostopadle do jej osi. Oprécz kulki tuz przed wlotem do
zwojnicy, pokazana jest tez ta sama kulka tuz po wylocie ze
Zwojnicy.

a) Przy ustalonych pozostalych parametrach wyznacz naj-
mniejsze Iy, dla ktorego opisana sytuacja moze zajs¢. Na-
szkicuj tor ruchu kulki wewnatrz zwojnicy.

b) Naszkicuj tor ruchu kulki wewnatrz zwojnicy w naste-
pujacych przypadkach (wymagane jest uzasadnienie kazdego
z przedstawionych szkicow):

(i) wartosé I jest dwukrotnie wieksza niz wartosé wyznaczo-
na w pkt. a),

(ii) wartosé Iy jest dwukrotnie mniejsza niz warto$é wyzna-
czona w pkt. a).

Przyjmij, ze odlegto$¢ miedzy miejscem, gdzie kulka wlecia-
la do zwojnicy, a miejscem, w ktérym z niej wyleciala, jest
znacznie mniejsza od r (patrz Rys. 3.2.) — z punktu widzenia
kulki wlatuje ona w polprzestrzen wypelniong jednorodnym
w przestrzeni (choé zmiennym w czasie) polem magnetycz-
nym. Pomin pole elektryczne indukowane przez zmienne pole
magnetyczne i oddzialywanie elektrostatyczne kulki z druta-
mi zwojnicy.

Zalezno$ci, ktére moga by¢ przydatne przy rozwia-
zywaniu zadan:

1. Dla |z| <« 1, (1 + z)" = 1 + rz, gdzie r jest liczba rzeczy-
wista.
2. Zwiazki miedzy predkoscia v a droga s:
n n+1
jesli v = vy (%) , to s = oto (%) +C;

n+1
jesli v = vg cos (%) , to s = vptgsin (%) +C;
jesli v = vp sin (%) , to s = —vptp cos (%) +C;
jedli v = vpet/t, to s = votgel/to + C;

gdzie t — czas, vg, tg, C, n — stale, przy czym n # —1.
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Rozwigzanie zadania 1

Przyjmijmy, ze punkt L2 znajduje sie w odlegtosci d od Ziemi. W uktadzie nieinercjalnym,
w ktorym o$ Stonce-Ziemia pozostaje nieruchoma, na ciato dziataja sity grawitacyjne Stonca,
Ziemi, oraz sita odérodkowa. Poniewaz ciato ma pozostawaé¢ w réwnowadze w tym uktadzie, musi

zachodzié
GM Gm

+
(R+d)? &

gdzie w = 27 /To jest predkoscia katowa obiegu Ziemi wokét Stofica, a G to uniwersalna stata
grawitacyjna. Poniewaz R > d, mozemy zastosowaé przyblizenie

— W (R+d), (1)

GM  GM 2GM

= d.
(R+d? R R

. . GM _ 2 .
Poniewaz 25 = w* R, otrzymujemy

oGM . Gm GM
T T R3

a stad
d=y/—R. (2)

Rozwazmy teraz sile dziatajaca w rozwazanym uktadzie nieinercjalnym na ciato o masie p od-
dalone o r prostopadle do osi Stonce-Ziemia. Jej sktadowa prostopadta do ptaszczyzny obiegu
Ziemi wokét Stonca (czyli sktadowa wzdtuz &) wynosi

GM n Gm
(R+d+2)*+12+ z2)3/2 ((d+2)°+12+ 22)3/2

FZ = 2 (3)

gdzie x, y, z to sktadowe w uktadzie takim, ze x jest wzdtuz osi Storice-Ziemia, z jest prostopadte
do ptaszczyzny obiegu Ziemi wokot Stonca, a o$ y jest prostopadta do osi x oraz z.

Zauwazmy, ze oS z jest réwnolegla do osi obrotu uktadu (czyli do wektora predkosci katowej
&), zatem sita Coriolisa nie daje wkladu do F,. Uwzgledniajac, ze |z|] < R, |z| < d oraz
lz], |y] < R, d, otrzymamy

P o GM +Gm o (GM+C¥7n)Z (4)
2~ TH (R+d)P° & ~TH s a3 )
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Uwzgledniajac d* = J3- R® otrzymamy

GM

F,=-4 73 wz =

—4uw’z. (5)

Czyli sita dziatajaca wzdtuz osi z jest sita harmoniczna (ruch wzdtuz osi z jest w rozpatrywanym
przyblizeniu niezalezny od ruchu wzdtuz innych osi), a zatem okres jest réwny
. 2 . To

T=—= .
2w 2

(6)

Zatem szukany czas jest rowny potowie czasu obiegu Ziemi wokét Stonca.

Animacja ruchu rozwazanego teleskopu znajduje sie na stronie
https://jwst.nasa.gov/content/about/orbit.html.

Punktacja zadania 1.

Warunek réwnowagi sit w ukladzie nieinercjalnym (wzér (1) lub réwnowazny) ....... 2 pkt.
tozenie punktu L2 w rozpatrywanym przyblizeniu (wzér (2)) ... 2 pkt.
Sktadowa z sily dzialajacej na cialo (wzér (4) lub réwnowazny) ..................... 1 pkt.
Jawne zauwazenie, ze sita Coriolisa nie daje wktadudo F, .......................... 2 pkt.
Sktadowa z sily dzialajacej na cialo w rozwazanym przyblizeniu (wzér (5)) ......... 1 pkt.
Szukany okres (wzér (6); oczekujemy dokladnie takiej postaci wyniku) .............. 2 pkt.

Jesli w rozwigzaniu nie ma uzasadnienia ze sita Coriolisa nie daje tu wktadu, to 0 pkt nawet
przy poprawnym wyniku.

Rozwigzanie zadania 2
Energia napiecia powierzchniowego banki o promieniu 7 jest réwna 87r2c. Przy zmianie pro-
mienia o mate Ar zmiana energii bedzie wynosi¢ 16mrocAr, zatem napiecie powierzchniowe jest

efektywnie rownowazne ci$nieniu
4o (7)
Po = .
Sciskajacemu banke.

Na maty element zewnetrznej banki o powierzchni A dziataja nastepujace sity (znak minus
odpowiada sitom $ciskajacym banke):

a) sita napiecia powierzchniowego —40A/ry,
b) cisnienie powietrza na zewnatrz —poA,
¢) cisnienie powietrza wewnatrz (tzn. pomiedzy bankami) p; A,

d) sita elektrostatyczna pochodzaca od wewnetrznej banki (pole od tej banki jest takie, jakby
caly jej tadunek byl zgromadzony w srodku uktadu) — AQ _Q

47r7‘% 47reor%

e) sita elektrostatyczna pochodzaca od pozostalych elementow zewnetrznej banki; pole elektrycz-
ne tuz nad rozpatrywanym elementem (czyli na zewnatrz banki), pochodzace od wszystkich ele-
mentow tej banki, jest rowne #, pole elektryczne tuz pod rozpatrywanym elementem (czyli
wewnatrz banki), pochodzace od wszystkich elementéw tej banki, jest réwne 0; oznacza to, ze
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rozpatrywany element znajduje sie w zewnetrznym (czyli pochodzacym od pozostatych elemen-

tow banki) jest réwne 2 Q . a zatem sila dzialajaca na rozpatrywany element, pochodzaca od

2 47r607‘f ’

pozostalych elementéw zewnetrznej banki, jest rowna

14Q @

2 47r? dmegry

(8)

Poniewaz uktad jest w rownowadze, zachodzi

4o Q2 1 A Q2
— A pA A— 9 - ’
L AT o !
Stad
Q2 4o
— . 10
- Tt (10)

Na maly element wewnetrznej banki o powierzchni A dzialaja nastepujace sily (znak minus
odpowiada sitom $ciskajacym banke):

a) sita napiecia powierzchniowego —40 A,

b) ci$nienie powietrza na zewnatrz tej banki —p; A,

¢) cisnienie powietrza wewnatrz py A,

1A @
2 47rr% 47T€07’§ :

d) sita elektrostatyczna pochodzaca od pozostalych elementéw wewnetrznej banki +

Pole elektryczne pochodzace od zewnetrznej banki jest w jej wnetrzu rowne 0, zatem zewnetrzna
banka efektywnie nie dziata elektrostatycznie na wewnetrzna.

Poniewaz uktad jest w rownowadze, zachodzi

1A Q
—40A — p1A A+ = = 0. 11
cATPAT AT 2 47r3 dmeqrs (11)

Uwzgledniajac uzyskany poprzednio wynik na p; otrzymujemy

40 4o

L S— [ A— 12
32m2eqri re Ty 32m2egrs (12)

D2

Zauwazmy, ze dla matych wartosci ro teoretycznie otrzymujemy ujemne wartosci ps — to oznacza,
ze nie przy wszystkich wartosciach pozostatych parametréw mozna dopasowac takie po, by uktad
byt w réwnowadze.

Punktacja zadania 2.

,Cisnienie” odpowiadajace napieciu powierzchniowemu (wzér (7)) .................. 2 pkt.
Sita elektrostatyczna dzialajaca na element powierzchni banki pochodzgca od pozosta-
tych elementéw tej samej banki (moze by¢ dla wewnetrznej, zewnetrznej lub w przy-

padku ogdlnym) (WzOr (8)) .. ...uii it 2 pkt.
Warunek réwnowagi dla zewnetrznej banki (wzér (9); powinny pojawié sie wszystkie

sktadniki) ... o 2 pkt.
Cisnienie p; (wzér (10); tylko w pelni poprawny wynik) ............................. 1 pkt.
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Warunek rownowagi dla wewnetrznej banki (wzér (11); powinny pojawié sie wszystkie
sktadniki) ... 2 pkt.
Cisnienie py (wzér (12); tylko w pelni poprawny wynik) .............. .. ... ... ... 1 pkt.

Rozwigzanie zadania 3
Plynacy prad wywotuje wewnatrz zwojnicy pole magnetyczne o indukcji

N
B = Mofl, (13>
h
skierowane wzdtuz osi zwojnicy, czyli prostopadte do poczatkowego kierunku ruchu kulki. W ogél-
nym przypadku na 1adunek poruszajacy sie z predkoscia o w prostopadlym do ¢ polu magne-
tycznym o indukcji B dziata sita prostopadta do v oraz do B o wartosci

F =quB. (14)

Poniewaz ta sita jest prostopadta do predkosci, tadunek bedzie poruszat sie po tuku okregu z

przyspieszeniem dosrodkowym

B
a, =17, (15)

m
7, drugiej strony przyspieszenie dosrodkowe jest dane wzorami

2
v

= 16

aj r ) ( )

a; = wr, (17)

gdzie r jest promieniem rozwazanego tuku okregu, a w jest predkoscig katows tego ruchu.

Korzystajac z rownan (15), (16), (17) otrzymamy r = mv/(¢B) oraz
w=qB/m. (18)

7 takag samag predkosciag katowa obraca sie wektor predkosci v. Zauwazmy dodatkowo, ze jesli
poczatkowo predkos$é jest prostopadia do pola magnetycznego, to pozostaje prostopadia przez
caty czas. W naszym przypadku B jest zmienne, co oznacza, ze promien okregu, po ktorego
tuku w danym momencie porusza sie kulka, oraz w, réwniez sg zmienne. Jednocze$nie wartosé
predkosci kulki nie ulega zmianie. Mozna sobie te sytuacje wyobrazaé jako jazde samochodem
ze stata predkoscig ze skrecong kierownicg. Gdy to skrecenie jest ustalone, jedziemy po okregu
ze stalg predkoscig katows. Gdy skrecenie kierownicy zmienia sie z czasem, tor ruchu sktada sie
z (nieskonczenie krotkich) tukow okregow, z ktorych kazdy moze mie¢ inny promien. Wieksze B
jest odpowiednikiem wiekszego skrecenia kierownicy (mniejszy promien tuku i wieksza predkos$é
katowa obrotu samochodu), a mniejsze B - mniejszego skrecenia kierownicy. Ze wzordéw (13),
(18) i uwzgledniajac podana w tresci zadania zaleznos$¢ I od czasu, w jawnej postaci mamy

N .
w(t) = QMO%IO sin Qt. (19)
To oznacza, ze kat «a, jaki tworzy wektor predkosci w chwili ¢ z poczatkowym wektorem predkosci,
jest dany wzorem

a(t) = % (1 - cosQt), (20)
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gdzie wy = quo2-Io. W powyzszym wzorze dopasowalismy stalg tak, by zachodzito a(0) = 0.

Aby zaszla sytuacja opisana w tresci zadania, w chwili T" wylotu kulki ze zwojnicy musi zachodzi¢
a = m. Minimalne wy bedzie gdy cos QT = —1 (czyli T' = 7 /2). Zauwazmy, ze w takim przypadku
tor bedzie symetryczny wzgledem potozenia kulki w chwili t = 7'/2 (kat « jest wtedy rowny
7/2, a wartos¢ pola magnetycznego jest maksymalna, bo sin Q¢ ma dla t = 7/(2Q) wartosé
maksymalna), a wiec kulka rzeczywiscie wyleci ze zwojnicy. Tor odpowiadajacy rozwazanemu
przypadkowi jest przedstawiony na rys. 3a.

Rys. 3a: Tor ruchu kulki odpowiadajacy przypadkowi a).

Zatem minimalne wy spetniajace warunek zadania jest réwne 7€ /2, a stad

hQ
Iy = e (21)
2qp0N

Zauwazmy, ze w tym przypadku

at) = g (1 —cosQt), (22)

b) (i) Jesli Iy bedzie dwukrotnie wigksze, to rowniez pole magnetyczne w kazdej chwili bedzie
dwukrotnie wigksze, a zatem wektor predkosci kulki bedzie si¢ obracal z dwa razy wigksza
predkoscia. W tej nowej sytuacji zalezno$é¢ kata a od czasu bedzie dana wzorem

a(t) =m (1 —cosQt). (23)

Dla t = w/(29) (czyli w chwili, gdy warto$¢ pola magnetycznego jest maksymalna) otrzymamy
a =, czyli kulka porusza si¢ w kierunku przeciwnym do poczatkowego, a promien tuku okregu,
po ktérym sie porusza jest minimalny. W ciagu czasu od 7/(2€2) do 7/ promien tego tuku
bedzie r6st do nieskoniczonosci, a wektor predkosci obréci sie tak, ze w chwili t = 7/Q bedzie
a = 27, czyli kulka bedzie sie poruszata w poczatkowym kierunku. W nastepnych chwilach czasu
pole magnetyczne bedzie miato przeciwny zwrot,

a zatem kulka bedzie skrecata w przeciwng strone. W efekcie tor bedzie taki, jak przedstawiono

na Rys. 3b(i).
O @) O v, )

Rys. 3b(i): Tor ruchu kulki odpowiadajacy przypadkowi b)(i).
(ii) Analogicznie w tym przypadku dostaniemy

a(t) = — (1 —cos ). (24)

N
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Po czasie 7/Q (czyli w chwili, gdy warto$¢ pola magnetycznego jest 0) otrzymamy a = 7, czyli
kulka porusza sie w kierunku prostopadtym do poprzedniego. Po kolejnym okresie czasu 7/
wektor predkosci kulki obréci sie znowu o kat prosty, ale w przeciwna strone (bo zwrot B zmieni

sie na przeciwny). W efekcie tor bedzie taki, jak przedstawiono na Rys. 3b(ii).

Rys. 3b(ii): Tor ruchu kulki odpowiadajacy przypadkowi b)(ii).

Punktacja zadania 3.

Indukcja pola magnetycznego wewnatrz zwojnicy (wzér (13)) ..., 1 pkt.
Predkosé katowa kulki w ruchu po tuku okregu (wzér (18)) ..., 1 pkt.
Zauwazenie, ze w dane wzorem (18) jest predkoscia katowa obrotu wektora predkosci 1 pkt.
Zaleznosé kata obrotu wektora predkosci od czasu (wzér (20)) oraz szkic toru w przy-

PAAKU Q) .o 2 pkt.
Iy odpowiadajace przypadkowi a) (wzér (21)) ..o 2 pkt.
Szkice tor6w odpowiadajach przypadkom b)(i) oraz b) (ii) wraz z uzasadnieniami ...3 pkt.

W przypadku tylko jednego toru wraz z uzasadnieniem — 1 pkt.
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