Zadanie 1

Jednorodna kula o masie m i promieniu r toczyla sie
z predkoscia vg po poziomej powierzchni bez poslizgu,
a 0% jej obrotu byla pozioma. W pewnym momencie kula
uderzyta pod katem a w gladks pionowsa Sciane i odbi-
ta sie od niej sprezyscie. Poniewaz Sciana byta gtadka,
miedzy kula a Sciana nie wystapilo tarcie. Po odbiciu
przez jaki$ czas kula $lizgala sie po podlozu i wyste-
pujace przy tym tarcie kinetyczne nalezy uwzglednié.
Wspodlezynnik tego tarcia jest réwny f. Odbicie od $cia-
ny trwato znacznie krocej niz poslizg kuli po odbiciu.
Pomin tarcie toczne i opér powietrza.

a) Czy tor kuli po odbiciu bedzie prostoliniowy, czy wy-
giety w strone od Sciany, czy wygiety do Sciany? Zalg-
czony rysunek przedstawia sytuacje od gory.

b) Wyznacz kierunek i warto$é predkosci kuli po usta-
niu poslizgu.

Uwagi:
Moment pedu jest wektorem, i dla kuli, wzgledem jej
srodka masy jest réwny

L=1I3,
gdzie I jest momentem bezwladnosci kuli wzgledem
srodka masy, réwnym %mr2, natomiast & jest wekto-
rem predkosci katowej: jego dlugosé jest rowna predko-
$ci katowej obrotu, kierunek jest kierunkiem osi obrotu,
a zwrot jest dany regula éruby prawoskretne;.
Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego ma po-
stac .

dL -

] a =
gdzie M jest wypadkowym momentem sity; w przypad-
ku wielu sil F} dziatajacych na dany obiekt jest on réw-
ny
M =37 x By,

gdzie 7 jest wektorem o p(iczatku w punkcie, wzgledem
ktorego liczymy M , oraz koncu w punkcie zaczepienia
sity F,.
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Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ maksymalnie 20 punktow.

Powyzej x jest iloczynem wektorowym; mamy:
‘d’ X l_;‘ = |dl - ’5‘ |sin |, gdzie 6 jest katem miedzy wek-
torami @ i 5; wektor @ x b jest prostopadly do @ oraz
l_;, a jego zwrot jest dany przez regule Sruby prawo-
skretnej (obracamy od @ do E) Dla iloczynu wektorowe-
go obowigzuje zwykla reguta rézniczkowania iloczynu:

dt(axb)_dtxb+ax§’§

Zadanie 2

Rozwazmy nastepujacy model podwodnego gejzera.

0

Na glebokosci h ponizej powierzchni bardzo ptytkiego
jeziora, w skatach, znajduje sie jaskinia (zbiornik) catko-
wicie wypelniona woda. Skaly otaczajace zbiornik maja
temperature Tg. Te skaly podgrzewaja wode w zbiorniku
i w pewnym momencie zaczyna ona wrze¢. Para wodna
catkowicie wypycha wode z kanalu taczacego jaskinie
z jeziorem i wtedy nastepuje gwaltowne odparowanie
czesci wody w zbiorniku, widoczne jako erupcja gejzera.

Cisnienie powietrza tuz nad powierzchnia jeziora wynosi
Po, a temperatura wody w jeziorze jest réwna Tj. Wy-
soko$¢ zbiornika jest znacznie mniejsza niz h. Objetosé
kanatu taczacego jaskinie z jeziorem jest pomijalnie ma-
ta w poréwnaniu z objetoscia zbiornika, jest on jednak
na tyle szeroki, ze nie stawia oporu wylatujacej parze.
W trakcie erupcji woda z jeziora nie wplywa do kana-
tu. Uwzglednij, ze gestosé pary jest znacznie mniejsza
niz gestos¢ wody. Przyjmij, ze z gejzera wylatuje tylko
para.

a) Jaka musi by¢ temperatura Ty, aby opisane zjawisko
moglo zajs¢?

b) Przyjmujac, ze w trakcie erupcji gejzera, wylatu-
je z niego masa m pary wodnej, wyznacz minimalng



ilos¢ wody zgromadzonej w rozwazanej jaskini tuz przed
erupcja gejzera.

Pomin ciepto dostarczane wodzie w trakcie erupcji.

c¢) Po erupcji ci$nienie w zbiorniku spada i woda z jezio-
ra ponownie wypelnia zbiornik. Wiedzac, ze odstep cza-
su miedzy erupcjami wynosi At, wyznacz $rednig moc
ciepta dostarczanego do wody.

Cisnienie pary nasyconej o temperaturze T jest w roz-
patrywanej sytuacji z dobrym przyblizeniem réwne
Lm 1 1

pw(T) =poe "\ T
gdzie R jest uniwersalna stata gazowa, L;; molowym
cieptem parowania wody pod ci$nieniem pg, Ty to tem-
peratura wrzenia wody pod cisnieniem pg. Przyjmij, ze
gesto$¢ wody nie zalezy od temperatury i jest réwna
p. Przyjmij réwniez, ze ciepto wlasciwe wody nie zalezy
od temperatury (w zakresie wystepujacych temperatur)
i jest réwne cy -

Masa molowa wody wynosi M, przyspieszenie grawi-
tacyjne g.

Podaj wyniki liczbowe przyjmujac A = 200 m, L, =
41 kJ/mol, Ty = 373 K, R = 8,3 J/molK, ¢, =
4,2 kJ/(kg'K), My, = 18 g/mol, g = 10 m/s?, p =
1000 kg/m?, m = 50 - 10® kg, At = 1 h,T} = 293 K,
po = 1000 hPa.

Zadanie 3

Dwie metalowe kulki o promieniu r kazda sa zanurzo-
ne w duzym zbiorniku ze stona woda o przewodnictwie
wlasciwym o i przenikalnosci dielektrycznej e. Kulki sg
podlaczone za pomoca cienkich, izolowanych przewo-
dow do baterii, a ich $rodki sg odlegte o d — patrz rysu-
nek. Napiecie miedzy nimi jest rowne U.

Przyjmujac, ze pole elektryczne na zewnatrz kulek jest
takie, jak pole od tadunkéw punktowych znajdujacych
sie w srodku tych kulek, wyznacz natezenie pradu pty-
nacego przez wode. Wynik przedstaw z doktadnodcia
do wyrazéw liniowych w 7, tzn. w postaci A(1 4 B%),
gdzie A oraz B nie zaleza od I; oznacza to pominiecie
wyrazéw rzedu 2—2.

Podaj wynik liczbowy dla U = 5 V, d = 0,1 m,
r=00lmoc=1021/(Q-cm) =1,0 /(2 -m) e =
€w - €0 gdzie €, = 80, g = 8,85 - 10712 A%/ (kg - m?3)

2r

S
V.

Uwagi:

1. Pole elektryczne pochodzace od punktowego tadunku
q znajdujacego sie w jednorodnym osrodku o przenikal-
nosci dielektrycznej € jest dane wzorem

__a T

T dmer2y’

E(7)

gdzie 7 jest wektorem od tadunku do punktu, w ktérym
badamy pole elektryczne.

2. Gesto$¢ pradu (czyli natezenie pradu na jednostke
powierzchni) w o$rodku o przewodnictwie wlasciwym
o, w punkcie, w ktorym pole elektryczne wynosi E, jest
réwne oE. To oznacza, ze natezenie pradu plynacego
przez maly element powierzchni A, prostopadly do E,
jest rowne c AFE.

3. Scianki i powierzchnia wody w zbiorniku sg w znacz-
nie wigkszej odlegtosci od kulek, niz odleglto$é miedzy
nimi.
4. Pole elektryczne pochodzace od przewodéw mozna
zaniedbaé (wynika to z tego, ze sa one cienkie).
5. Dla |z| < 1 zachodzi:

(a—1) 5

(0% «
(1+$)a:1+ﬁx+Tx +...
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Rozwigzanie zadania 1

Zgodnie z zalozeniem o krétkim czasie odbicia w ciggu tego czasu mozna pomingé site tarcia o
podtoze, a uwzglednié tylko site reakeji Sciany. Sita ta jest sprezysta i prostopadta do Sciany (nie
wystepuje tarcie o Sciane), zatem efektem jej dziatania jest tylko zmiana prostopadlej sktadowej
predkosci kuli na przeciwna (kat odbicia jest réowny katowi padania), natomiast nie nastapi
zmiana momentu pedu kuli. Ruch postepowy kuli stanie si¢ wiec niezgodny z jej obrotem, czyli
rozpocznie si¢ faza poslizgu. Po jej zakoniczeniu ruch kuli bedzie jednostajny i prostoliniowy.

a)
Poniewaz po odbiciu kula bedzie sie poczatkowo obracata w kierunku zgodnym z kierunkiem

obrotu przed odbiciem, dzialajaca sita tarcia bedzie miata sktadowsa skierowang do Sciany, a
wiec tor kuli po odbiciu bedzie wygiety do Sciany.

b)
Oznaczmy site tarcia o podtoze przez F ; jej moment wzgledem srodka kuli jest rowny M =FxF ,

przy czym wektor 7 jest skierowany w doét, od srodka kuli do punktu zetknigecia z podtozem. Sita
tarcia powoduje zmiane pedu kuli p’ zgodnie z 11 zasada dynamiki
dp

+r_ B 1
L=F (1)

a takze momentu pedu L zgodnie z II zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

if —7x F. (2)
Z réwnania (1) otrzymujemy B
T X 31; =FxF (3)
Poniewaz 7 jest wektorem stalym, wiec 7 x i—f = % (7" x p) 1 z powyzszego réwnania oraz z
réwnania (2) wynika, ze
i(ﬁ—?xﬁ)zﬁ, (4)

czyli wektor K=L-7x P jest stalty w fazie poslizgu (jest to prawda réwniez dla nastepujacej
po poslizgu fazie toczenia).

(Statosé L—Fx P oznacza w rzeczywistosci stalosé catkowitego momentu pedu wzgledem chwi-
lowego punktu stycznosci kuli z podtozem, co wynika z tego, ze moment sity tarcia wzgledem
tego punktu jest réwny 0; znak — jest konsekwencja tego, ze zdefiniowaliémy 7 jako od $rodka
masy kuli do punktu stycznosci, natomiast w catkowitym momencie pedu ramie powinno by¢ od
punktu stycznosci do srodka masy.)
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Zauwazmy, ze poniewaz kierunek 7 jest pionowy, to kierunek 7 x p’jest poziomy. A zatem skoro
poczatkowo wektor L byt poziomy, to taki pozostanie — mozna wykluczy¢ mozliwosé, ze w wyniku
poslizgu o$ obrotu kuli stanie si¢ nachylona.

Wprowadzmy osie poziome z i y, przy czym os$ = jest rownolegta do $ciany. Tuz po odbiciu kuli
od $ciany sktadowe wektora K wynosza

K, = Iwg cos a — rmug cos «, (5)

K, = Iwgsin a 4+ rmug sin a, (6)

gdzie wy jest poczatkowa predkoscia katowa obrotu kuli, réwna vy /r; uwzgledniliSmy tu, ze kat
odbicia jest rowny katowi padania.

Po uwzglednieniu wyrazenia na wy powyzsze réwnania przyjma postac

3
K, = mugr <m7‘2 — 1> cosa = —5mv0r cos a, (7)

I . 7 .
K, = mugr <mr2 + 1) sina = -muor sin.a. (8)

W koncowej postaci wzorow uwzglednilismy, ze [ = %mrz.

Po ustaniu poslizgu sktadowe wektora K sg réowne
K, = —Iw; cos 3 — rmuy cos 3, (9)
K, = Iwy sin f + rmuy sin 3, (10)

gdzie v; jest koncowa (tzn. po ustaniu poslizgu) predkoscia kuli, w; = v;/r odpowiednia pred-
koscia katowa, natomiast  — katem miedzy U] a prostopadila do Sciany. Po podstawieniach
powyzsze rownania przyjma postac

I 7
K, = —mur <2 + 1> cos 3 = ——=muwyr cos 3, (11)
mr )
K, — (]+1>'6—7 in 3 (12)
y =mur | g sinf§ = zmuyrsin 6.
Z przyréwnania réwnan (7) oraz (11) mamy
1 I
Vo ( — 1> cosa = —; ( + 1> cos 3, (13)
mr? mr?
czyli
U0 COS Q= Uy €08 O, (14)
natomiast z przyréwnania (8) oraz (12) mamy
Vg sin v = vy sin (. (15)
Ostatecznie
1+ -1 7
tgf=—""tga = tga, (16)
1 - mr2 3
1L ’ 3 2
U1 = Vg m cosa | +sin’a = UO\/< Cos a) + sin® a (17)
1+ =5 7
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Jak widaé B > a, co jest zgodne ze stwierdzeniem z punktu a), ze tor kuli odchyli si¢ do Sciany.

Komentarz sprawdzajgcego: Oddane rozwigzania wpadaly zasadniczo w dwie kategorie -
czesé zawodnikow znajdowaly kombinacje wektorow predkosci i predkosci katowej zachowang
podczas ruchu (rozwiazanie wzorcowe), czesé zas analizowata predkosé punktu styku kuli pod-
toga, znajdowata kierunek i zwrot sity tarcia i stad dalej obliczata zmiany predkosci i predkosci
katowej kuli. W drugim przypadku pewna subtelnoscig byto wykazanie, ze sita tarcia dziala
przez caly czas w tym samym kierunku. Posréd najczestszych btedéw wymieni¢ mozna pro-
blemy z przechodzeniem pomiedzy wektorami predkosci obrotowej, a postepowej (jawny badz
ukryty iloczyn wektorowy). Problemy sprawialo tez czasem wyznaczenie kierunku dziatania sity
tarcia, oraz znalezienie warunku ustania poslizgu.

Punktacja zadania 1.

Zauwazenie, wraz z uzasadnieniem, ze tor kuli odchyli sie do Sciany ................. 2 pkt
Wyprowadzenie faktu, ze wektor K=L-7x p jest staly w fazie poslizgu .......... 2 pkt

Sktadowe wektora K tuz po zderzeniu (wzory (7-8) lub réwnowazne; dopuszczalne s

obie postacie: z podstawieniem [ = %mrz lub bez tego podstawienia) ............... 2 pkt

Sktadowe wektora K po ustaniu poslizgu (wzory (11-12) lub réwnowazne; dopuszczalne

sa obie postacie: z podstawieniem [ = %mr2 lub bez tego podstawienia) ............. 1 pkt
Wzér (16) lub réwnowazny okreslajacy kierunek poruszania sie kuli po ustaniu poglizgu
1 pkt
Predkos¢ kuli po ustaniu poslizgu (wzoér (17) lub réwnowazny) ...................... 2 pkt
Rozwigzanie zadania 2
a) Ciénienie wody na glebokosci h jest rowne
P = po + pgh. (18)

Aby woda w zbiorniku zaczeta wrzeé¢, musi osiggnaé¢ ona temperature wrzenia pod takim cisnie-
niem. Ta temperatura wynosi

1
o ~ Lm Do

Aby skaly mogty nagrza¢ wode do temperatury T}, ich temperatura nie moze by¢ mniejsza od
Ty, Zatem

1
12 T erean (20)
To Lm po
Dla podanych danych liczbowych otrzymujemy w przyblizeniu
T, > 484 K. (21)

b)

Gdy woda zaczyna wrze¢, powstajaca para wypycha wode z kanatu i ci$nienie spada do py.
Przegrzana woda odparowuje, w wyniku czego ochtadza sie. Z bilansu energii mamy

cﬁﬂ—ﬂﬁM:Lﬁgg (22)
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gdzie M to szukana masa wody w zbiorniku. UwzgledniliSmy tu, ze woda wrze do momentu, az
osiagnie temperature Ty, stad zmiana jej temperatury w trakcie erupcji wynosi Ty, — Tj. Zatem
w jawne] postaci otrzymujemy

Lywm /M
M = m/ (23)
Cw <1_R11npo+pgh - To)
To Lm PO
Dla podanych danych liczbowych otrzymujemy w przyblizeniu
M = 244 -10° kg. (24)

c)
Po erupcji w zbiorniku pozostaje woda o masie M —m i o temperaturze Ty, ktora zostanie uzu-

pelniona masg m wody z jeziora o temperaturze 7;. Ta woda musi by¢ podgrzana do temperatury
T}, czyli trzeba jej dostarczy¢ energie

Cw (T —T0) (M —m) + ¢ (Th = T)) m = ¢ (T, — To) M + ¢ (To — T;) m = (25)
- ij +ew (Th — Tj>) m. (26)

Skoro czas dostarczania ciepta wynosi At, to srednia moc jest réwna

(3 +ev (- T))m

pP— 27
A7 (27)

Dla podanych danych liczbowych otrzymujemy w przyblizeniu
P =36 MW. (28)

Uwaga:

do wydobycia pary na powierzchnie, trzeba jej dostarczy¢ dodatkowo energie co najmniej

mgh.

Dla A = 200 m jest to energia wystarczajaca do podgrzania wody o okoto 0,5 K, zatem mozna
te energie pomingc.

Punktacja zadania 2.

Warunek na temperature 7y (wzoér (20) lub réwnowazny) wraz z wyprowadzeniem .. .2 pkt.

Bilans energii (wzor (22) lub réwnowazny) wraz z uzasadnieniem ................... 2 pkt.
Szukana masa wody (wzor (23) lub réwnowazny) .......... ..., 1 pkt
Energia, ktéra nalezy dostarczy¢ do wody (wzér (26) lub réwnowazny) .............. 2 pkt
Srednia moc w trakcie podgrzewania wody (wzér (27) lub réwnowazny) ............. 1 pkt
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Wiyniki liczbowe dotyczace punktdéw a), b), ¢) ... 2 pkt
(2 pkt przy 3 poprawnych wynikach, 1 pkt przy jednym poprawnym wyniku)

Rozwigzanie zadania 3

Zgodnie z trescig zadania, pole elektryczne w punkcie P, znajdujacym si¢ na zewnatrz obu kulek,
jest dane wzorem

] q - q -

EFE=——2r — ——7). 29
47r6\ﬂ|3 ! 47Te|772\3 2 (29)

gdzie 7 jest wektorem od srodka pierwszej kulki do punktu P, a 75 jest wektorem od srodka

drugiej kulki do punktu P. UwzgledniliSmy tu, ze sumaryczny tadunek na obu kulkach musi by¢

rowny zero i oznaczyliSmy tadunek na jednej z nich przez q.

Powyzszy wzor odpowiada sytuacji, gdy na powierzchni kazdej z kulek tadunek jest roztozony
rOwnomiernie.

Zgodnie z powyzszym, potencjat pola elektrycznego w punkcie P jest réwny

a g (30)

Amery  Amery

Nie jest to Scisty wzor, gdyz w rzeczywistosci pole elektryczne pierwszej kulki spowoduje prze-
mieszczenie tadunkéw na drugiej, a pole od drugiej — przemieszczenie tadunkéw na pierwszej.
Latwo jest to zauwazy¢, wyznaczajac wynikajace z powyzszego wzoru potencjaly w najbardziej
odlegltym oraz najmniej odlegtym od drugiej kulki punktach kulki pierwszej

R
najblize] = yrer  4re (d—r)’
q q
Vnajdalej =

Amer  Ame(d+r)

Poniewaz kulka jest metalowa, te potencjaly powinny by¢ rowne, a nie sa. Ich réznica wynosi
R

dre(d —r) Amwe(d+r)

q 2r g 2

T Amed® — 12 Admerd® —r?

Vnajdalej - Vnajbliiej -

W przyblizeniu 2—2 < 1 ta roznica jest réwna 0.

W rozwazanym przyblizeniu napiecie pomiedzy najbardziej odlegtymi punktami kulek jest réwne
q 4q —q q
Unajdalsze = - - = 31
dal <47re?" dre (d + r)) (47rer * Are (d + r)) (31)

q (1 1 ) qg (1 1 r?
= — |- - ~—[-—=(1—-—= 32
27e (7” d+r 2me <7’ d d? ’ (32)

natomiast napiecie pomiedzy najblizszymi punktami kulek jest réwne
q q —q q

Una' izsze — - - = 33

bt (47rer 4re (d — r)) (47re7“ i dre (d — r)) (33)
q (1 1 ) qg (1 1 r?

=—|-=- ~N—|-—=1+=]]. 4

27e (7“ d—r 2me <r d + d? (34)
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W obu powyzszych przypadkach w przyblizeniu 2—2 < 1 otrzymujemy, ze napiecie miedzy kulkami

WYnosi
q 1 1> q < 7")
=—|-—=]= 1—-).
v 2me (7" d 2mer d (35)

Z otrzymanego wyrazenia na U mamy

2mwelUr
=77~ (36)
T d
r
~ 2meUr (1 + d) (37)

Natezenie pradu ptynacego miedzy kulkami wyznaczymy zauwazajac, ze rozwazang sytuacje
mozna potraktowaé jako ztozenie dwéch przypadkéw: a) prad wyptywa z kulki o tadunku ¢ i
plynie do nieskonczenie odlegtego sferycznego, metalowego uziemienia; b) prad ptynie z nieskon-
czenie odleglego sferycznego, metalowego uziemienia do kulki o tadunku —¢ (przesunietej o d
wzgledem pierwszej). W kazdym z tych przypadkéw gestosé ptynacego pradu w odlegtosci r od
srodka pojedynczej kulki wynosi

i=0F = (38)

q oU ( r>
= =—(14+-=). 39
U47T6T2 2r * d (39)

Czyli catkowite natezenie wyptywajacego/wpltywajacego pradu wynosi
I = 4mr?i = (40)
= 2noUr (1 + 2) . (41)

Jest to jednoczesnie natezenie pradu plynacego miedzy kulkami w rozpatrywanym przez nas
przyblizeniu. Natomiast przy zastosowaniu nieprzyblizonego wzoru (32) dostajemy

r r
]najdalej =2woUr (1 + g (1 — d)) s (42)
zas$ wzoru (34):
Inajbliiej = 2moUr (1 + 2 (1 + ;)) . (43)

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy w przyblizeniu

I1=035A. (44)

Komentarz sprawdzajacego: Zadna z osb uczestniczacych nie zwrdcita uwagi, ze réznica po-
tencjatow jest zalezna od tego, czy badamy napiecie miedzy najblizszymi czy najdalszymi punk-
tami na kulach. Trudnos¢ sprawita metoda wyznaczenia natezenia przeptywajacego pradu, wiele
osOb catkowalo natezenie pradu po arbitralnie wybranych powierzchniach, co byto znaczacym
utrudnieniem, a nie byto konieczne do rozwiagzania zadania. Pojawiaty sie btedy w przyblizeniu
wyniku lub przyblizenie nie byto w ogole uwzglednione.
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Punktacja zadania 3.

Analiza r6znic potencjatéw w zaleznosci od wyboru punktéw pomiaru na kulach (wzory

(32) oraz (34) lub rOWNOWAZNE) .. ... ... 2 pkt
Roéznica potencjatéw miedzy kulkami w rozwazanym przyblizeniu (wzér (35) lub réw-

TIOWAZILY )+ e ettt ettt e et e e e e et e e e e e e e e 2 pkt
Wyznaczenie tadunku ¢ przez napiecie miedzy kulkami (wzér (37) lub réwnowazny) .1 pkt
Calkowite natezenie pradu plynacego miedzy kulkami (wzoér (42) lub (43)) .......... 2 pkt
Przedstawienie wyniku w postaci liniowej (wzoér (41) lub réwnowazny) .............. 2 pkt
Wynik liczbowy (WzOr (44)) .o 1 pkt
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