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ZADANIA CZESCI II (termin wysylania rozwigzan — 17 listopada 2023r.)

ZADANIA TEORETYCZNE

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan teo-
retycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymacé maksimum 20 punktow.

Zadanie T1.

Obwod elektryczny przedstawiony na rysunku sktada sie ze sztywnych przewodéw w ksztatcie
pétokregéw o promieniach r oraz r/2.

Wartosci oporu elektrycznego goérnego potokregu, dolnego, oraz srodkowej czeéci obwodu, sg takie
same i réwne R. Caly uktad lezy w jednej ptaszczyznie, prostopadtej do jednorodnego, zmiennego
pola magnetycznego o indukcji B(t) = By coswt, gdzie By oraz w sa stalymi. Wyznacz $rednia
moc ciepta wydzielajacego sie w obwodzie. Pomin pole magnetyczne wytwarzane przez prad
plynacy w obwodzie.
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Zadanie T2.

Samochoéd jedzie po ptaskim, poziomym nabrzezu z predkoscia v zblizajac sie do wody, przy
czym kierunek predkosci tworzy z normalng do prostej krawedzi nabrzeza kat o. Wspotezynnik
tarcia kot samochodu o podtoze wynosi f. Kierowca moze skrecaé kierownica (co okresla promien
skretu samochodu, czyli promien okregu, po ktorym poruszaltby sie samochod, gdyby ustawienie
kierownicy pozostalo niezmienione), korzysta¢ z hamulcéw oraz z pedatu przyspieszenia. Moze
tez uzy¢ biegu wstecznego.

Opisz, jakie manewry powinien wykonywaé kierowca, aby jak najmniej zblizy¢ sie do wody.
Wyznacz najmniejsza odlegto$¢ od krawedzi nabrzeza, przy ktérej musi on zaczaé¢ wykonywaé
te manewry, by nie spas¢ z tej krawedzi. Wyznacz tez promien skretu samochodu w chwili
rozpoczecia wspomnianych manewréw, oraz promien skretu samochodu tuz przed maksymalnym
zblizeniem sie do wody (jesli samoch6d w ktoryms z tych przypadkow ma poruszaé sie po prostej,
jawnie to napisz). Przyspieszenie ziemskie jest réwne g.

Pomin rozmiary liniowe samochodu i przyjmij, ze promien skretu moze by¢ dowolnie maty.
Uwzglednij, ze samochod nie powinien wpas¢ w poslizg.

Zadanie T3.

Balon obserwacyjny o masie catkowitej (wraz z wypetniajacym go helem, gondolg oraz zatoga)
M unosi sie na uwiezi na wysokosci h nad ziemig, gdzie ci$nienie wynosi p;, a temperatura jest
rowna 77. Balon jest wypetniony n molami helu o temperaturze poczatkowo réwnej temperaturze
otoczenia. Powloka balonu jest wiotka. Masa liny (czesci taczacej ziemie z gondola) jest réwna
m i nie jest pomijalna w poréwnaniu z M. Nie wieje wiatr.

Wyznacz prace W, jaka nalezy wykonaé, aby Sciagna¢ balon na ziemig¢, gdzie cisnienie powietrza
wynosi py. Zaktadamy, ze Scigganie jest na tyle wolne, ze mozna pomina¢ opér powietrza, ale na
tyle szybkie, ze wypeliajacy balon hel nie wymienia ciepta z otoczeniem, tzn. przemiana helu
jest adiabatyczna i spelnia réwnanie pV'* = const, gdzie kK = (Cy + R) /Cy, przy czym Cy = %R
jest cieptem molowym helu przy statej objetosci, natomiast R jest uniwersalng stala gazows.
Zaktadamy réwniez, ze podczas $ciagania balonu lina jest stale naprezona. Pomin gestos¢ powie-
trza w poroOwnaniu z gestoscig powtoki i gondoli. Masy molowe helu i powietrza to odpowiednio
M. oraz M,,. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Podaj wynik liczbowy dla n = 50000 moli, A = 5000 m, p; = 50 kPa, T7 = 280 K, p, = 100 kPa,
M = 500 kg, m = 200 kg i przyjmujac, ze R = 8,31 J/(mol-K), g = 9,81 m/s*, My, = 4 kg/kmol
oraz M, = 29 kg/kmol.

Zadanie T4 - numeryczne.

Na unieruchomionej kuli o promieniu R, stojacej na ptaskiej, poziomej podtodze, potozono mate
ciato. Wspotezynnik tarcia ciata o kule wynosi p. Ciato odsuwano powoli od wierzchotka kuli, az
samo zaczeto sie z niej zsuwac, a nastepnie oderwalto sie od kuli i spadto na podtoge w odlegtosci
d od punktu stycznosci kuli z podtoga. W zadnym momencie ciato nie toczyto si¢ po kuli ani nie
przewracato.

Wyznacz numerycznie zaleznos¢ d od p w zakresie 4 od 0 do 1 i przedstaw ja na wykresie.
Przyjmij R =1 m oraz przyspieszenie grawitacyjne g = 9,81 . Podaj wartosci d dla p = 0 oraz
w=1.
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Pomin opér powietrza.

Uwaga:

Rozwiazanie powinno zawierac:

(i) wzory uzywane w rozwiazaniu wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem;

(ii) opis zastosowanego algorytmu;

(iii) opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania wraz ze spo-
sobem zagwarantowania (lub sprawdzenia) wtasciwej doktadnosci wynikéw;

(iv) wykres oraz wartosci liczbowe, o ktérych mowa w tresci zadania

(v) jakosciowe omodwienie otrzymanych wynikow.

Nie jest dopuszczalne uzycie programow do obliczen symbolicznych lub gotowych programoéow
wyznaczajacych poszukiwany czas po podaniu toru.

Dodatkowe wskazowki dotyczace rozwigzywania zadan numerycznych znajdziesz w tresciach i
rozwiazaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Nalezy przestaé rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) dowolnie wybranych zadaih do-
$wiadczalnych. Za kazde z zadan doswiadczalnych mozna otrzymacé¢ maksymalnie 40
punktow.

Zadanie D1.

Masz do dyspozycji:
e pie¢ monet jednoztotowych, kazda o masie m i gestosci p,y,,
e paski papieru milimetrowego o szerokosci 2 cm,
e szczelne, cienkie, lekkie woreczki foliowe,

e naczynie wypelione woda.

Wyznacz wspoétczynnik tarcia statycznego p papieru o woreczek foliowy. Zaniedbaj cigzar wo-
reczka foliowego oraz objetosé¢ folii, z ktérej jest wykonany. Przyjmij, ze m = 5,00g, pn =
8950kg/m3, a gestos¢ wody wynosi p, = 1000 kg/m?>.

Zadanie D2.
Masz do dyspozycji:
e rolke przezroczystej tasmy klejacej o znanej tacznej dtugosci,
e przeciwstoneczne okulary polaryzacyjne (polaryzujace liniowo przechodzace $wiatto),

e kolorowy (RGB) wyswietlacz emitujacy swiatto spolaryzowane liniowo, na przyktad smart-
fon lub monitor komputerowy, na ktérym mozesz wyswietla¢ dowolne kolory lub wzory,

e linijke.
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Wyznacz réznice wspotezynnikow zatamania swiatta przechodzacego przez folie tasmy klejacej
dla polaryzacji swiatta wzdtuz oraz w poprzek tasmy. Pomiaru dokonaj dla $wiatta czerwonego
(przyjmij dtugosé fali: 640 nm), zielonego (530 nm) i niebieskiego (460 nm).

UWAGA 1: Zaniedbaj znak tej réznicy — wyznacz jej warto$¢ bezwzgledna.

UWAGA 2: Przyjmij, ze réznica wspotczynnikow zatamania swiatta jest na tyle mata, ze po
przejsciu przez jedng warstwe tasmy wiazki Swiatta o réznych polaryzacjach sa opdzniane wzgle-
dem siebie o co najwyzej potowe dtugosci fali.

UWAGA 3: Przyjmij, ze folia zajmuje potowe objetosci tasmy klejacej, a pozostata potowe
zajmuje klej niewplywajacy na polaryzacje przechodzacego $wiatta.

UWAGA 4: Nie wszystkie wyswietlacze emitujg $wiatto spolaryzowane liniowo. Polaryzacje
mozesz sprawdzi¢ przy pomocy okularow polaryzacyjnych.

WSKAZOWKA: Swiatto spolaryzowane liniowo przechodzace prostopadle przez powierzchnie
tasmy mozesz roztozy¢ na sktadowe o polaryzacji wzdtuz tasmy i polaryzacji w poprzek tasmy.
Swiatlo spolaryzowane liniowo to $wiatlo, ktorego wektor pola elektrycznego drga wzdtuz wy-
branej osi, zwanej osia polaryzacji. Rozwaz, jak zmienia si¢ wektor pola elektrycznego podczas
przechodzenia przez osrodek, w ktorym swiatto rozchodzi sie z réznymi predkosciami dla dwdch
prostopadtych polaryzacji.

Obraz zrédtowy oraz licencja: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Waveplate.png

Rysunek 1: Opdznienie Swiatta o pionowej polaryzacji wzgledem swiatta o poziomej polaryzacji
moze (na przyklad) spowodowaé zmiane kierunku osi polaryzacji $wiatla.

Zadanie D3.
Masz do dyspozycji:

e smartfon o znanej masie, z akcelerometrem i miernikiem predkosci katowej (zyroskop pred-
kosciowy) oraz aplikacja umozliwiajaca rejestrowanie i zapisywanie sktadowych przyspie-
szenia oraz predkosci katowej smartfonu,

e lekka tekture,

e gtadki poziomy blat, na przyktad szklany lub granitowy,
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e dwustronng tasme klejaca,
e papier milimetrowy,

e nozyczki.

Wyznacz:

(a) kinetyczny wspolezynnik tarcia tektury o blat,

(b) moment bezwtadnosci smartfonu wokét osi prostopadlej do ekranu oraz przechodzacej
przez srodek masy smartfonu.

UWAGA 1: Mozesz zaniedba¢ mase tektury, jesli uzyjesz jej niewielkiej ilosci.

UWAGA 2: Analize zebranych danych, niezbedne obliczenia oraz wykresy mozesz wykonaé
przy uzyciu komputera. Rozwiazanie powinno wtedy zawiera¢ réwniez opis zastosowanego algo-
rytmu oraz opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania.

WSKAZOWKA 1: Przyktadowa aplikacja dziatajaca w systemach operacyjnych Android oraz
i0S, umozliwiajaca zapis zebranych danych pomiarowych do pliku: ,phyphox” (https://phyphox.org/).

WSKAZOWKA 2: Smartfon mozesz zwazyé lub sprawdzié¢ jego mase w specyfikacii.

ROZWIAZANIA

Rozwigzanie zadania T1

Oznaczmy cyfra 1 gérny potokrag, cyfra 2 — dolny pélokrag, a cyfra 3 pozostata czesé obwodu.
Pole obszaru ograniczonego przez przewody 1 oraz 3 jest rowne

2
,

12 o 1 (TN _1_ 2
Sz = 571" —2 27r(2) = 47,

natomiast pole obszaru ograniczonego przez przewody 2 oraz 3 wynosi

(5)

i —_ =
2
Zgodnie z prawem indukcji Faradaya, sity elektromotoryczne indukowane odpowiednio w obwo-
dach 13 oraz 23 sa rowne

2

823:%71,7.2_'_2. ™.

N[
>

3 = —A(ilth) = iﬂ"fj(,dBo sin wt, (1>
523 — —A(if"B) = %71”]"2(,030 Sin wt. (2>
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gdzie przyjelismy At — 0 oraz skorzystaliSmy z analogii z mechanicznymi drganiami harmonicz-
nymi.

Oznaczmy przez I, natezenie pradu pltynacego w przewodzie 1, a przez I, natezenie pradu ply-
nacego w przewodzie 2, przy czym dodatnie wartosci odpowiadaja pradom pltynacym zgodnie
z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara. Wtedy natezenie pradu ptynacego przez przewdd 3 jest
réwne [; — I (dodatnie, gdy plynie - wedtug kierunkéw na kartce/ekranie - od prawej do lewej).

Poniewaz suma napie¢ na poszczegblnych elementach oczka obwodu jest réwna catkowitej sile
elektromotorycznej indukowanej w tym oczku, mamy

[1R+<[1—[2)R == 513, (3)
LR— (I, —L)R = & (4)

Po przeksztatceniach otrzymujemy

3R ’
L — Eiz + 2523'
3R

Po uwzglednieniu wzoréw na &3 oraz &3 dostaniemy

5 wByr? |
L = 7 ]é) sin wt, (5)
7 wBgr? |
L, = 57 }g sinwt, (6)
2 wByr?
L—-1, = —Eﬁw }ST sin wt (7)

Srednia moc ciepta wydzielajacego sie w obwodzie jest réwna

Po = R(I})+R(B)+R((IL - L)) =

78 TWw?Birt , .,
= ————— (sin“wt
wE o)
gdzie nawiasami (...) oznaczyliSmy $érednia (w czasie). Poniewaz dla dlugich czaséw (lub po
catkowitej wielokrotnosci okresu) mamy <sin2 wt> :%, ostatecznie (po uproszczeniu utamka)
otrzymujemy

13 m?w?B2rt

Py=—1r0
YT 48 R (®)

Punktacja zadania T1.

Prawo Faradaya zastosowane do co najmniej dwoch oczek obwodu (wzory (1) i (2) lub

TOWTIOWAZIIE) .+ . e\ttt ettt et et et e e e e e e e e e ettt et 2 pkt.
Suma napieé¢ (II prawo Kirchhoffa) dla co najmniej dwéch oczek obwodu (wzory (3) i
(4) Tub TOWIOWAZIIE) ...ttt 2 pkt.
Natezenia pradow ptynacych w obwodzie (wzory (5)—(7) lub réwnowazne; wystarczaja
dwa WyniKi) ..o 4 pkt.
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Srednia moc ciepta wydzielana w obwodzie (wzér (8) lub réwnowazny) .............. 2 pkt.

Rozwigzanie zadania T2

Poniewaz wspotczynnik tarcia kot samochodu o nabrzeze wynosi f, maksymalne przyspieszenie
z jakim moze poruszac sie samochdd wynosi g f; aby samochdd jak najmniej zblizyt sie do wody,
to przyspieszenie powinno by¢ skierowane prostopadle do krawedzi nabrzeza, ze zwrotem ,od”
wody. Taki efekt kierowca moze osiggnaé skrecajac kierownice i jednocze$nie wciskajac pedat
hamulca. Promien skretu i nacisk na hamulec powinien stale sie zmieniaé, tak by wypadkowa
sita tarcia byta taka jak opisano. Zbyt mocne przycisniecie hamulca lub zbyt mocne skrecenie
kierownicy moze doprowadzi¢ do wpadnigcia w poslizg, a w konsekwencji do zmniejszenia war-
tosci sily tarcia i zmiany jej kierunku na nieoptymalny (stanie sie on przeciwny do predkosci
samochodu, ktora nie jest prostopadta do linii brzegowej).

Wybierzmy uktad wspotrzednych, w ktorym o$ x jest wzdtuz prostej brzeg—woda, a os y prosto-
padta do niej, o zwrocie od samochodu w strone wody. W takim ukladzie poczatkowe (w chwili
rozpoczecia manewréw) predkosci samochodu wynosza

Vo = VSIN @, Vg = U COS Q1.

Oczekiwane optymalne przyspieszenie samochodu ma sktadowe
a, =0,a, = —gf.

To oznacza, ze ruch samochodu od momentu rozpoczecia manewréw (¢t = 0) do momentu naj-
wiekszego zblizenia do wody jest parabola

T =g+ vtsina, y=yy+vtcosa — 1gft, (9)

gdzie xq oraz yo odpowiadajg potozeniu poczatkowemu.

Maksymalna warto$¢ y odpowiada chwili t = vcosa/ (gf) 1 jest rowna

(v cos a)2

Ymax = Yo T+
29f

Zatem kierowca powinien rozpocza¢ wykonywaé¢ manewry najpdzniej w odlegtosci

(v cos @)’ (10)
29f
od wody.
Rzut optymalnego przyspieszenia na kierunek poczatkowej predkosci jest rowny
a = —gf cosa. (11)

To jest opdznienie, jakie powinnismy mie¢ poczatkowo w wyniku uzycia hamulcow.

Rzut optymalnego przyspieszenia na kierunek prostopadty do poczatkowej predkosci jest rowny
(przyjmujac zwrot zgodny z rosnacym «)

a; = gfsina. (12)
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To przyspieszenie powinnismy osiagnaé skrecajac kierownica — jest to przyspieszenie dosrodkowe,

a zatem spelniajace zwiazek

U2

v 13
= (13)

Zatem szukany promien skretu w chwili rozpoczecia wykonywania manewrow jest rowny

’U2

To

(14)

B gfsina’

(Warto tu zwrocié uwage, ze zwrot wektora przyspieszenia przyspieszenia dosrodkowego powinien
by¢ ,od” linii brzegowej, zatem kierowca powinien skreca¢ kierownice ,od” wody, tzn. przy
zalozeniu, ze o > 0 — w prawo.)

Zauwazmy, ze dla o dazacego do 0 otrzymane ry dazy do nieskonczono$ci, co oznacza ruch po
prostej. Nie ma w tym nic dziwnego, bo a = 0 oznacza predkos$é prostopadty do linii brzeg—woda
— w takim przypadku powinnismy uzy¢ wytacznie hamulca i nie skrecaé kierownicy.

W chwili najwigkszego zblizenia do wody samochod porusza si¢ réwnolegle do niej z predkoscia
v sin a; optymalne przyspieszenie jest prostopadte do tej predkosci, a zatem w catosci odpowiada
ono przyspieszeniu dosrodkowemu. Analogicznie jak poprzednio otrzymujemy promien skretu tuz
przed maksymalnym zblizeniem do wody

v?sin® o

qf

Dla a = 0 formalnie otrzymujemy r,, = 0; zauwazmy jednak, ze w tym przypadku samochod w
chwili maksymalnego zblizenia si¢ zatrzymuje, a wigec nie mozna méwié¢ o ruchu po okregu.

(15)

Tsb =

Punktacja zadania T2.

Poprawny opis manewréw jakie powinny by¢ wykonywane (skrecanie + hamowanie tak
by wypadkowe przyspieszenie byto prostopadle do krawedzi nabrzeza i miato wartosé

G ) e 2 pkt.
Minimalna odlegtosé od wody, przy ktérej nalezy zaczaé¢ wykonywaé manewry (wyra-
zenie (10) Tub rOWNOWAZNE) .. ... ..o 2 pkt.
Promien okregu, po ktérym bedzie si¢ porusza¢ samochdéd w chwili rozpoczecia wspo-
mnianych manewréw (wzér (14) lub réwnowazny), wraz z wyprowadzeniem ......... 3 pkt.
Promien okregu, po ktorym bedzie si¢ porusza¢ samochdd tuz przed maksymalnym
zblizeniem si¢ do wody (wzér (15) lub réwnowazny), wraz z wyprowadzeniem ... .... 3 pkt.

Rozwigzanie zadania T3

Najpierw rozwazymy prace, jaka nalezy wykonac, aby Sciagna¢ sam balon, bez uwzgledniania
ciezaru liny.

Rozwigzanie A

Poniewaz balon jest $ciggany powoli i nie ma wymiany ciepta miedzy gazem w balonie a otocze-
niem, szukana praca jest réwna zmianie catkowitej energii: otoczenia (powietrza atmosferyczne-
go), energii wewnetrznej helu w balonie, oraz energii grawitacyjnej balonu. Przyjmijmy, ze V5,

P2, 15 to odpowiednio objetos¢, cisnienie oraz temperatura helu dla balonu znajdujacego si¢ na
powierzchni ziemi, a V; = nRTj/p; to objetosé helu, gdy balon znajduje sie na wysokosci h.
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Energia otoczenia zmniejsza si¢ o prace wykonana przez cisnienie atmosferyczne; mozemy sobie
wyobrazi¢, ze na poczatkowej wysokosci, przy ci$nieniu pq, Sciska ono balon od objetosci V; do
zera wykonujac prace Vip;. Nastepnie balon (o objetosci 0) jest przemieszcezony tuz nad ziemie,
a potem, przy ciSnieniu zewnetrznym ps ten balon jest rozprezany do objetosci Vo, przy czym
powietrze atmosferyczne wykonuje prace —Vaps. Czyli zmiana energii otoczenia jest rowna

— (Vip1 — Vapa) . (16)

(Chociaz przedstawiony powyzej proces przebiega inaczej niz proces rozwazany w zadaniu, to
stany poczatkowe i konicowe otoczenia w obu procesach sg takie same, a wigc otrzymany wzér
na zmiane energii mozna stosowaé dla przypadku opisanego w zadaniu.)

Zmiana energii wewnetrznej gazu w balonie, zgodnie ze wzorem na energie wewnetrzng gazu

doskonatego, jest rowna
’TLO\/ (TQ — Tl) (17)

Poniewaz ciezar balonu jest réwny Mg, zmiana energii grawitacyjnej balonu jest wynosi

—Mgh. (18)

Uwzgledniajac powyzsze, catkowita praca wykonana przy przemieszczaniu balonu od wysoko$ci
h do wysokosci 0 jest réwna

W = — (Vip1 — Vapz) + nCy (T — T1) — Mgh. (19)

7 réwnania przemiany adiabatycznej mozemy wyznaczy¢ objetosé Va

1/k

Vo=V (“) , (20)
P2

a korzystajac dodatkowo z rownania stanu gazu doskonatego pV = nRT', temperature T,

1/k — 1
p2Va D1
T, = = il . 21

2 nR ! <p2> (21)

(Zauwazmy, ze w ogblnosci temperatura 75 nie jest réwna temperaturze powietrza nad powierzch-
nia ziemi.)

W sumie otrzymamy

1/k 1/k — 1
W = <V1 <p1> b2 — ‘/1271) +nCvTy ((}h) - 1) - Mgh = (22>
b2 b2

1/k — 1
= (p1V1 + nCVTl) ((?) — 1) — Mgh = (23)
2
P R/(Cv+R)
= n(Cy+R)Ty ((;) — 1) — Mgh. (24)
1

Powyzej uwzglednilismy, ze 1/k — 1 = Cy/(Cy + R) — 1 = —R/(Cy + R), oraz ze p;V; = nR1T}.
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Dodatkowo trzeba uwzglednié¢ ciezar liny; zmiana jej energii to

I/Vliny = _lmg}% (25)

2
gdyz poczatkowo srodek ciezkosci liny byt na wysokosci %h, a na koncu na wysokosci 0.

Zatem calkowita praca wykonana przy $cigganiu balonu jest rowna

R/(Cv+R)
Weatk = n (Cv + R) T ((?) — 1) — Mgh — %mgh. (26)
1

Po uwzglednieniu, ze Cy = %R otrzymamy

2

5

Weatk = gnRTl ((pz) — 1) — Mgh — %mgh.
Y4

Wynikiem liczbowym jest
Weane = 63,5 MJ. (27)

Rozwigzanie B

Sita wyporu dzialajaca na balon znajdujacy sie na wysokosci y jest rowna Vpg, gdzie V jest
objetoscia helu (réwna objetosci wypartego powietrza), natomiast p to gestosé powietrza na
wysokosci y. Poniewaz sita cigezkosci jest rowna Mg, sita wypadkowa dziatajaca na balon, bez
uwzgledniania ciezaru liny oraz jej naprezenia, wynosi

F=Vpg— Mg. (28)

Jesli wezmiemy pod uwage, ze przy Sciaganiu balonu musimy dziatac sitg przeciwnie skierowana
niz F, to praca potrzebna do zmiany wysokosci, na ktérej znajduje sie balon, od y do y + Ay,
gdzie Ay jest malte i ujemne, wynosi

AW = —FAy= (29)
= —VpgAy+ MgAy. (30)

Dla matlej zmiany wysoko$ci Ay mozna przyjac, ze gestosé p jest stala, a zatem obowigzuje
standardowy wzor
Ap = —pgAy, (31)
gdzie Ap jest réznica miedzy ciSnieniami na wysokosciach y + Ay oraz y; znak minus pojawia
sie dlatego, ze ci$nienie maleje wraz ze wzrostem wysokosci. To oznacza, ze prace AW mozemy
przepisa¢ w postaci
AW =V Ap+ MgAy. (32)

Zauwazmy, ze (dla matych zmian) VAp = A(Vp) —pAV 1; wielko$¢ —pAV jest praca wykonanag
przez sity zewnetrzne (cisnienie powietrza) nad helem. Poniewaz mamy do czynienia z przemia-
na adiabatyczna, z zasady zachowania energii (I zasada termodynamiki) ta praca jest réwna
przyrostowi energii wewnetrznej helu

—pAV = nCyAT, (33)

LA(Vp) = (V+AV)(p+Ap) —Vp = VAp+pAV + AV Ap. Jednak przy matych zmianach AV <V, Ap < p,
mozna wiec pominaé czton AV Ap.
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gdzie AT jest odpowiednig zmiang temperatury helu.

Uwzgledniajac powyzsze otrzymamy

AW = A(Vp) + nCyAT + MgAy. (34)

Zatem catkowita praca wykonana przy przemieszczaniu balonu od wysokosci h do wysokosci 0
Wynosi

W = (Vaps — Vip1) + nCv (To — T1) — Mgh, (35)
co jest nieco inaczej zapisanym wzorem (19). Dalsza cze$¢ tej wersji rozwiazania jest identyczna

z czescia rozwiazania A ponizej wzoru (19).

Uwaga: Korzystajac z rownania stanu gazu doskonatego mozna przeksztatci¢ wyrazenie Vp do
postaci nM, Ty, /T, gdzie Ty, jest temperatura helu w balonie, a 7}, - temperatura powietrza ota-
czajacego balon. Dla zwyktych rozktadéow temperatury w atmosferze bedzie zachodzi¢ Ty, /T, > 1
(np. przy zatozeniu, ze zaleznosé temperatury powietrza od cisnienia jest dana przez réwnanie
przemiany adiabatycznej), a zatem przy $ciaganiu balonu na powierzchnie¢ ziemi sita wyporu
bedzie rosta.

Rozwigzanie C

To rozwigzanie az do wzoru (32) pokrywa sie z rozwiazaniem B. Nastepnie mozna prace W
wyznaczy¢ wprost z réwnania (32) (zmienilisSmy tu A na d w celu podkreslenia, ze operujemy
na infinitezymalnych (nieskoniczenie matych) przyrostach)

dW = Vdp + Mgdy. (36)

Uwzgledniajac réwnanie adiabaty pV'* = const otrzymamy V = lei/ﬁp_l/ " a zatem
AW = Vipy/"p~/"dp + Mgdy. (37)
W wyniku catkowania powyzszego wyrazenia (pierwszego cztonu w granicach od p; do po,

drugiego w granicach od h do 0) otrzymamy

1 -1/
1
W= Vip1—— (<m> - 1) — Mgh. (38)

1-1/k \\p

Po uwzglednieniu wyrazenia na s otrzymamy znowu réwnanie (24).

Punktacja zadania T3.

Rozwigzanie A

1. Zauwazenie, ze praca wykonana przy przemieszczeniu balonu jest réwna sumie zmiany
energii otoczenia (powietrza atmosferycznego), energii wewnetrznej helu w balonie i energii
grawitacyjnej balonu . ... 1 pkt.

2. Zmiana energii otoczenia (wzér (16) lub réwnowazny) ... 2 pkt.
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3. Zmiana energii wewnetrznej helu (wzér (17) lub réwnowazny) .................... 1 pkt.
4. Zmiana energii grawitacyjnej balonu (wzér (18) lub réwnowazny) ................. 1 pkt.

5. Praca potrzebna do $ciagniecia balonu na ziemie bez uwzglednienia ciezaru liny, wyrazona
przez parametry podane w tresci zadania (wzdér (24)) ... i 2 pkt.

6. Uwzglednienie zmiany energii potencjalnej liny (wzo6r (25) lub réwnowazne podejscie) 1 pkt.

7. Jawny wynik na prace catkowita potrzebna do $ciagniecia balonu na ziemie (wzér (26) lub
WZOT TOWIOWAZILY ) oo ettt et et e et et e e e e et e e e 1 pkt.

8. Wynik liczbowy (wWarto$C (27) ) ..o 1 pkt.

Rozwigzanie B

1. Sita, z jaka balon ciagnie line (wzér (28) lub réwnowazny) ........................ 1 pkt.

2. Praca potrzebna do malej zmiany wysokosci, na ktérej znajduje si¢ balon (wzér (30) lub
TOWTIOWAZILY )+« e ettt et e et e e e e e e e e e e et et e e e e 1 pkt.

3. Praca wykonana przy matej zmianie wysokoSci, przy czym czes¢ zwigzana z sita wyporu
jest wyrazona przez zmiane ci$nienia (wzér (32) lub réwnowazny) ................. 1 pkt.

4. Praca wykonana przy catkowitym przemieszczaniu balonu (bez uwzglednienia ciezaru liny)
wyrazona przez koncowe parametry helu (wzoér (35) lub réwnowazny) ............. 2 pkt.

5. Praca potrzebna do Sciagniecia balonu na ziemig, uwzgledniajaca tylko site wyporu i gra-
witacje, wyrazona przez parametry podane w tresci zadania (wzoér (24)) .......... 2 pkt.

6. Uwzglednienie zmiany energii potencjalnej liny (wzoér (25) lub réwnowazne podejscie) 1 pkt.

7. Jawny wynik na prace catkowita potrzebna do $ciagniecia balonu na ziemie (wzér (26) lub
WZOT TOWIOWAZILY )+« .t ot ottt ettt e e e e e e e e e ettt e e e e e 1 pkt.

8. Wynik liczbowy (warto$¢ (27) ) ... 1 pkt.

Rozwigzanie C

1. Sita, z jaka balon ciagnie ling (wzoér (28) lub réwnowazny) ........................ 1 pkt.

2. Praca potrzebna do malej zmiany wysokosci, na ktorej znajduje sie balon (wzoér (30) lub
TOWIIOWAZILY )+ o v ot ettt ettt e e et e e e e e e e e et e et e 1 pkt.

3. Praca wykonana przy matej zmianie wysokosci, przy czym czes¢ zwiazana z sita wyporu
jest wyrazona przez zmiang ci$nienia (wzér (36) lub réwnowazny) ................. 1 pkt.

4. Uwzglednienie we wzorze (36) réwnania adiabaty (wzér (37) lub réwnowazny) ....1 pkt.

5. Praca potrzebna do Sciggniecia balonu na ziemie, uwzgledniajaca tylko site wyporu i gra-
witacje, wyrazona przez parametry podane w tresci zadania (wzér (24)) .......... 3 pkt.
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6. Uwzglednienie zmiany energii potencjalnej liny (wzoér (25) lub réwnowazne podejscie) 1 pkt.

7. Jawny wynik na prace catkowita potrzebna do $ciagniecia balonu na ziemie (wzér (26) lub
WZOT TOWIOWAZILY )+« .t vttt ettt e e e e e et e e ettt e e e e e 1 pkt.

8. Wynik liczbowy (warto$¢ (27) ) ... 1 pkt.

Rozwigzanie zadania T4 (numerycznego)

1. Rozwazania fizyczne i metoda numeryczna

Przyjmijmy ze ciato porusza si¢ po kuli (w ptaszczyznie pionowej) z predkoscia v, a kat jaki w
danym momencie tworzy os ciato — srodek kuli z pionem to «. Sita nacisku ciata na kule wynosi

U2

N = —me 39
mgcosa —m, (39)

gdzie drugi czton odpowiada sile odsrodkowej; v to predkoéé. Gdy N staje sie rowne 0, ciato
odrywa si¢ od kuli i mamy do czynienia ze spadkiem swobodnym.

Sita dzialajaca na cialo wzdtuz powierzchni kulki (do momentu oderwania sie) wynosi

F =mgsina — uN. (40)

Na podstawie powyzszego mozna napisa¢ rownania ruchu, my jednak rozwazymy problem ener-
getycznie.

Przy przesuwania sie ciata po kuli o odlegtoé¢ As, zmiana jego energii kinetycznej AFE) jest
rowna pracy wykonanej nad nim przez site wypadkowa F'As. Poniewaz na powierzchni kuli
mamy As = RA«q, gdzie A« jest zmiang kata a, otrzymamy

AEy = (mgsina — uN) RAa. (41)

Wprowadzajac wielkosci e, = Ey/m oraz n = N/m i uwzgledniajac, ze e, = v?/2, otrzymamy
roOwnania

Aex = (gsina — pn) RAa, (42)
261{

= - —. 43

n geosa— — (43)

Te réwnania mozna przeksztatci¢ do postaci iteracyjnej

A 2ey;
Ml = gcos (aﬁ—j) — ;k ) (44)
A
€rit1 = €r;+ <gsin (ai—k;) —;mH%) RA«, (45)
przy czym mamy dodatkowo
Qi1 = O + AOé. (46>

Poczatkowy kat «, czyli ag jest odpowiada granicznej wartosci, przy ktorej rozpoczyna sie zesli-
zgiwanie
ap = arctg p. (47)
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Poczatkowe ey, czyli ey ¢, jest réwne 0, czyli

€xko = 0. (48)

Iteracje kontynuujemy do takiego k, przy ktérym zajdzie

Mt L < 0. (49>

W tym miejscu ciato odrywa sie od kuli.

Dalej mamy do czynienia z rzutem ukosnym, ktérego predkosé poczatkowa ma sktadowe

Upy = — Uy SiN (g, (50)
Upy = Uk COS O, (51)

gdzie
Vi = 2ekk- (52)

Poczatkowa wysokos¢, na jakiej byto cialo, wynosi
h = R(1+ cosay)
a koncowa (powierzchnia podtogi) — jest réwna 0.
Odlegto$c¢, na jaka doleci cialo, mozemy wyznaczy¢ analitycznie.

Czas ts, w jakim cialo doleci do podtogi, spelnia warunek

1
|Upy| s + §9t§ =h,

— |vpy| + 1/ |v 2 41 2gh
P |py| |py| g (53)

S I

g
gdzie wybrali$my tylko fizyczne (dodatnie) rozwiazanie réwnania kwadratowego.

stad

Odlegtod¢, jaka cialo przebedzie w trakcie rzutu ukos$nego, jest réwna vp,ts; poniewaz w chwili
oderwania si¢ od kuli sktadowa pozioma potozenia kuli jest réwna z, = Rsin a4, zatem

d = Rsin oy + vpyts. (54)

(Poniewaz oczekujemy wyniku liczbowego, nie ma potrzeby podstawiania w powyzszym wzorze
wyrazenia (53).)

Odlegtosc, jaka ciato przebedzie w rzucie ukosnym mozna tez wyznaczy¢ numerycznie.

Zauwazmy, ze dla p = 0 zagadnienie mozna rozwigzaé $cisle (analitycznie). W tym przypadku
o = 0; w momencie oderwania ciata od kuli mamy

261{ 0
cosa — — = 0.
9 R

Poniewaz nie ma tarcia, z zasady zachowania energii wynika, ze

ex =gR(1 —cosa).

Strona 14 z 28



LXXIIT OLIMPIADA FIZYCZNA ROZW. ZAD. ZAWODOW I STOPNIA, cz. 2

Czyli otrzymujemy réowanie
cosa—2-(1—cosa)=0.

Stad
2
cosa = —,
3
a zatem kat odpowiadajacy oderwaniu wynosi
2
o = arccos 3 = 0,841 rad = 48,2°. (55)

Stad, korzystajac ze wzoréw (50)—(54), otrzymujemy, ze w szczegdlnym przypadku p = 0 szukana
odlegtos¢ wynosi
d = 1,462 m. (56)

2. Implementacja metody numerycznej

Metode numeryczna opisang réwnaniami iteracyjnymi (44)—(46), przy danych poczatkowych
(47) 1 (48) oraz warunku (49), tatwo jest przeksztalcié w program komputerowy. W tym samym
programie, po zakonczeniu iteracji, jest wyznaczana koncowa odlegtos¢ d. Wyniki dla danego
wspotezynnika tarcia sg zapisywane, a nastepnie obliczenia sa powtarzane dla innej jego wartosci.

Odpowiada to nastepujacemu pseudokodowi

g =9.81
R=1
dalfa = 0.001
powtarzaj od mu = 0 do mu = 1 co 0.01 { // gléwna petla
alfa0 = arctan(mu)
alfa = alfal
ek = 0
powtarzaj az n < 0 { // ruch po kuli
n = gxcos(alfa + dalfa/2) - 2*ek/R
ek = ek + (gxsin(alfa + dalfa/2) - mu*n)*R*dalfa
alfa = alfa + dalfa
} // koniec petli odpowiadajacej ruchowi po kuli
alfa = alfa - dalfa/2 // ostatnie obliczenie byto dla takiej wartosci alfa
vk = sqrt(2xek)
vpy = vkxsin(alfa)
vpx = vkxcos(alfa)
h = Rx(1 + cos(alfa))
ts = (-vpy + sqrt(vpy~2 + 2*g*h))/g
d = Rxsin(alfa) + vpx*ts
zapisz mu, d, alfa0, alfa
} // koniec gtownej petli

Zauwazmy, ze powyzej predkosé pionowa jest zdefiniowana z przeciwnym znakiem, niz we wzorze

(50).

Kod w jezyku C++4 odpowiadajacy powyzszemu pseudokodowi znajduje si¢ w pliku dostepnym
na stronie KGOF.
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Wykres 1: Zalezno$¢ odleglosci d od wspoétczynnika tarcia u
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3. Oszacowanie niepewnosci wyniku i sprawdzenie poprawnosci algorytmu

Zauwazmy, ze ze wzgledu na konstrukcje algorytmu, niepewnos$¢é wyznaczenia kata oderwania
mozna oszacowaé na Aa (bo co Aa sprawdzamy, czy ciato oderwalo sie od kuli). Niepewnosé
kata oderwania rowna A« oznacza niepewnos$¢ drogi przebytej przez ciato na kuli réwna RA«;
to oznacza, ze wstepnie rowniez niepewnos$¢ wyznaczenia szukanej odlegtosci d mozna oszacowaé

na RA«.

Do powyzszej niepewnosci nalezy doda¢ niepewno$¢ zwigzana z tym, ze krok wyznaczenia energii
i sity nacisku jest skonczony. To, ze algorytm jest poprawny w granicach niepewnosci RA«
sprawdzono wykonujac obliczenia dla Aa = 0,001, a nastepnie powtarzajac je dla Aa = 0,0001.
Na podstawie otrzymanych danych wykreslono krzywe na tym samym wykresie i sprawdzono,
ze wizualnie sg one identyczne. Sprawdzono, ze w obu przypadkach otrzymane wartosci kata
oderwania oraz odlegtosci d sa zgodne, w ramach niepewnosci odpowiadajacej Aa = 0,001, ze
soba dla p = 0, 0,5, oraz u = 1. Dodatkowo sprawdzono, ze wyniki dla u = 0 sa zgodne ze
Scistymi wynikami (55) oraz (56).

4. Wyniki

Wyniki otrzymane dla Aa = 0,0001 wezytano do arkusza kalkulacyjnego na ich podstawie
stworzono wykres — patrz Wykres 1 na osobnej stronie.

Szczegbdlne wartosci odleglodei d sa nastepujace:
dla g =0: d = 1,462 m;
dla p=1: d = 1,180 m.

Punktacja zadania T4.

Wzér na sile nacisku ciata na kule (wzér (39) lub réwnowazny) oraz wzdr na sile
dziatajaca na ciato wzdtuz powierzchni kuli (wzoér (40) lub réwnowazny) ............ 1 pkt.
Pozostate wzory pozwalajace na wyznaczenie punktu oderwania ciata od kuli oraz
jego predkosci (np. wzory (41)—(43) lub réwnowazne) oraz jawne podanie warunku
oderwania sie ciata ... ... . 2 pkt.
Algorytm pozwalajacy wyznaczy¢ kat oderwania klocka (np. rownania (44)—(49) ) .. 1 pkt.
Wzory lub algorytm (w przypadku podejécia numerycznego do rzutu swobodnego)
pozwalajace na wyznaczenie odlegtosci d przy zatozeniu, ze predkosc¢ i potozenie po-
czatkowe jest znane (np. wzory (50)—(54) lub réwnowazne) ............... ... 1 pkt.
Opis implementacji algorytmu numerycznego (wystarcza ogdlna informacja) ........ 1 pkt.
Opis sposobu sprawdzenia poprawnosci rezultatéw (np. powtérzenie wyznaczania d ze
zmniejszonym krokiem A« i sprawdzenie zgodnosci wynikow dla szczegdlnych wartosci

P 1 pkt.
Wykres zgodny z wykresem podanym w rozwigzaniu ....................ccooiii... 2 pkt.
Wartosci liczbowe d dla u = 0 oraz p = 1, zgodne z podanymi w rozwiazaniu ....... 1 pkt.

Rozwigzanie zadania D1
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Czesé teoretyczna

Pomyst na rozwiagzanie zadania oparty jest o obserwacje ekranu o liniowej polaryzacji emito-
wanego $wiatta przez okulary polaryzacyjne o osi polaryzacji ustawionej prostopadle. W takiej
sytuacji okulary polaryzacyjne pochtaniajg cate $wiatto emitowane przez ekran. Obraz wyswie-
tlony na ekranie ztozony jest z prostokatnych obszaréw wypetnionych trzema czystymi barwami:
czerwona, zielong oraz niebieska. Pomiedzy ekranem a okularami polaryzacyjnymi, umieszczono
paski tasmy klejacej sklejone w taki sposéb, aby istniaty obszary w ktorych taczna liczba warstw
tasmy osiaga kolejne liczby naturalne (Rysunek 2). Paski umieszczono w taki sposéb, aby za-
rowno o$ polaryzacji ekranu jak o$ polaryzacji okularéw byty ustawione pod katem okoto 45° do
brzegéw tasmy klejacej.

Rysunek 2: Paski tasmy klejacej przyklejone w taki sposob, aby mozliwe byto obserwowanie
ekranu przez rézne liczby jej warstw.

Aby przeanalizowa¢ wplyw dwojlomnego osrodka na polaryzacje przechodzgcego przez niego
Swiatta nalezy roztozy¢ Swiatto na sktadowa o polaryzacji réwnolegtej i prostopadtej do osi ma-
teriatu dwojtomnego. Roznica wspotezynnikéw zatamania Swiatta dla obu kierunkéw polaryzacji
powoduje powstanie roznicy faz miedzy sktadowymi Swiatta o réznych polaryzacjach.

Na rysunku danym we wskazowce do zadania sktadowa Swiatta oznaczona kolorem niebieskim
podczas biegu w o$rodku dwéjlomnym zostata opdzniona o potowe dlugosci fali, co po ponownym
ztozeniu obu sktadowych skutkuje zmiang kierunku polaryzacji liniowej swiatta. W rozwazanym
uktadzie eksperymentalnym taka zmiana polaryzacji $wiatta spowodowataby, ze $wiatto przecho-
dzace nie bedzie wygaszone przez okulary polaryzacyjne. Mozna zauwazy¢, ze przy wzglednym
op6znieniu obu sktadowych polaryzacji liniowej o petng dtugosé fali, polaryzacja $wiatta nie
ulega zmianie, zatem w przedstawionym uktadzie eksperymentalnym $wiatto przechodzace jest
wygaszane.

Pomyst na rozwigzanie zadania polega na pomiarze najmniejszej liczby warstw tasmy klejacej,
ktora powoduje ponowne wygaszenie Swiatta przechodzacego przez okulary polaryzacyjne, a
zatem liczby warstw tasmy klejacej powodujacej wzgledne opdznienie obu polaryzacji $wiatta o
jedna dtugos¢ fali.

Dhugosé fali swiatta biegnacego w materiale o wspotezynniku zatamania n:

Ao

gdzie A\ to jego dtugos¢ fali w prozni. W osrodku o grubosci d miesci sie zatem wielokrotnosé
d nd

N=_—-="2
N h (58)
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dhugosci fali.

W rozwazanym uktadzie pomiarowym pierwsze pelne ponowne wygaszenie przechodzacego $wia-
tta nastapi, gdy réznica wielokrotnosci dtugosci fali dla réznych polaryzacji Swiatta biegnacego
w o$rodku dwoéjlomnym o wspoétezynnikach zatamania nq, no bedzie réwna jeden.

nid B nad _ (ny —ng)d

1=N,— Ny = ) 59
P YRPY Ao )
zatem réznica wspotczynnikow zatamania materiatu dwéjtomnego wynosi:
A
An:nl—ngzi. (60)

Grubos¢ osrodka dwéjlomnego mozna wyznaczy¢ jako wielokrotnosé k grubosci dy pojedynczych
warstw folii dwojtomnej:

 kdy
Aby wyznaczy¢ grubosé pojedynczej warstwy tasmy klejacej mozna zmierzy¢ powierzchnie bocz-
ng rolki i podzieli¢ ja przez dhugos¢ tasmy w rolce. Powierzchnie bocznag rolki tasmy klejacej
mozna wyrazi¢ przy pomocy zewnetrznej i wewnetrznej srednicy:

An (61)

s s
Uwzgledniajac wskazowke, ze klej stanowi potowe objetosci tasmy klejacej, mozna obliczy¢ gru-
bosé¢ pojedynczej warstwy folii:

15’: %d%—%d% _om

_ -~ 471 472 _ © 2 g2

Czes$é doswiadczalna

Linijka zmierzono srednice zewnetrzna rolki tasmy d; = (54,040,5) mm oraz $rednice wewnetrzna
dy = (35,040,5) mm. Zgodnie z informacja na opakowaniu taczna dtugo$¢ tasmy w rolce wynosi
L = 30m. Przyjeto, ze wartosé¢ ta jest znana dokladnie. Zgodnie z réwnaniem (63) obliczono
grubos¢ folii tasmy klejace;j:

do = (22,1 £ 1,2) pm. (64)

Niepewnos¢ pomiaru oszacowano metoda ,najmniej korzystnego przypadku” jako potowe réznicy
wynikow wyrazenia 63 obliczonych dla skrajnych wartosci d; oraz dy odpowiednio pomniejsza-
nych lub powiekszanych o wartosci ich niepewnogci.

Podczas eksperymentu wykorzystano wyswietlacz smartfonu. Przy pomocy okularéw z filtrem
polaryzacyjnym stwierdzono, ze $wiatto emitowane przez smartfon jest spolaryzowane liniowo
pod katem okoto 45° do krawedzi ekranu. Nastepnie, przyklejono do ekranu telefonu czternadcie
warstw tasmy klejacej w sposob przedstawiony na rysunku 2. Tasme przyklejono réwnolegle do
krawedzi ekranu, a zatem pod katem okoto 45° do osi polaryzacji $wiatta. Na ekranie smartfonu
— pod tasma klejacg — wyswietlono trzy paski w kolorach czerwonym, zielonym oraz niebieskim.
Okulary polaryzacyjne ustawiono prostopadle do osi polaryzacji Swiatta emitowanego przez ekran
smartfonu. Rysunek 3 przedstawia obraz widoczny przez okulary polaryzacyjne.

Na podstawie eksperymentu odczytano, ze minima intensywnosci $wiatta wystepuja dla swiatta
czerwonego przy liczbach warstw tasmy réwnych 3, 5, 8, 10 oraz 13, dla $wiatta zielonego przy
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Liczba warstw tasmy:
01 2 34 5 6 78 9 1011121314

v Vv \d v

Ol
A "> o
v

01 234 5 6 78 91011121314

Rysunek 3: Zdjecie kolorowych obszaréw na ekranie widocznych przez rézne liczby warstw ta-
smy klejacej. Strzatkami zaznaczono odczytane minima intensywnosci przechodzacego swiatta,
w ktorych opdznienie pomiedzy sktadowymi $wiatta o roznych polaryzacjach jest wielokrotnoscia
dhugosci fali.

liczbach warstw 4, 7 oraz 12, a dla $wiatta niebieskiego przy liczbie warstw rownej 6. Aby
zwiekszy¢ precyzje pomiaru, liczbe warstw tasmy potrzebnag do uzyskania opdzZnienia réwnego
jednej dtugosci fali okreslono na podstawie ostatnich zaobserwowanych miniméw:

13 +

b = e =262 01, (65)
124+0.5

kel = T, =4,0+0,2, (66)
6,005

by = o = 6005, (67)

W powyzszych wyrazeniach liczba w mianowniku jest kolejnym numerem minimum, ktére bie-
rzemy pod uwage w obliczeniach. Nastepnie, przy uzyciu réwnania 61 obliczono réznice wspot-
czynnikéw zatamania Swiatta przechodzacego przez folie tasmy klejacej dla polaryzacji swiatta
wzdtuz oraz w poprzek tasmy:

A
ANggery = ——— = 0,0111 40,0011, (68)
kczerwd(]
Ao
Ay = —2— = 0,0060 = 0,0007, (69)
kzieldO
Ao
AN, = = 0,0035 + 0,0005, (70)
kniede

Niepewnos¢ wyniku koncowego oszacowano jako potowe réznicy wyniku otrzymanego dla wiel-
kosci k oraz dy powigkszonych oraz pomniejszonych o wartosci ich niepewnosci.
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Komentarz

Wiymniki eksperymentu moga si¢ rézni¢ znaczaco dla tasm réznych producentéw. Przedstawione
powyzej rozwigzanie wykonano przy uzyciu taniej tasmy klejacej. Dla drozszej tasmy klejacej
renomowanej marki zaobserwowano znacznie nizsza dwdjlomnosé:

Anl,..., = 0,0015 = 0,0001, (71)
Anl., = 0,0016 & 0,0001, (72)
Anl,, = 0,0015 % 0,0001. (73)

Rysunek 4: Zdjecie wykonane podczas eksperymentu powtérzonego przy uzyciu tasmy klejacej
innego producenta.

Obliczen niepewnosci mozna tez dokonaé korzystajac z zalecen w: Rekomendacja Polskiego Towa-
rzystwa Fizycznego dotyczqca nauczania o opracowywaniv wynikéow pomiarow w szkotach. Wow-
czas niepewnosci catkowite An — ozn. u(An), wynosza:

U(ANegerw) = 0,0004;  u(Ange) = 0,0002;  u(Anpie,) = 0,0001. (74)

Dla funkcji pomiaru (63), catkowita niepewno$¢ pomiaru grubosci pojedynczej warstwy folii
u(dp) = 0,5 pm.

Potrzebne wzory do obliczen zostaly przytoczone w: Komentarz do obliczen niepewnosci pomiaru.

Jak zawsze, przy ocenie rozwigzan beda uznawane wszystkie rozsadne metody obliczania nie-
pewnosci pomiarowych.

Punktacja zadania D1.

Pomyst na wyznaczenie réznicy wspotezynnikéw zatamania (wzér (61) lub réwnowaz-

01 ) 5 pkt.
Pomyst na wyznaczenie grubosci tasmy klejacej (wzér (63) lub réwnowazny) ........ 2 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru ...................cooiiueenne.... 3 pkt.
Wyznaczenie grubosci folii tasmy klejacej ... 2 pkt.

Wyznaczenie liczby warstw folii dla ktérych nastepuje opdznienie sktadowych o roznych
polaryzacjach o jedng dhugos¢ fali ........ ... . . 3 pkt.
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Wyznaczenie roznicy wspotczynnikow zatamania dla réznych polaryzacji swiatta, dla
wszystkich trzech kolordw . ... ... 3 pkt.
Dyskusja i oszacowanie niepewnosci otrzymanych wynikow ......................... 2 pkt.

Rozwigzanie zadania D2

Czes¢ teoretyczna

Pomyst na rozwigzanie zadania polega na przymocowaniu fragmentow tektury do telefonu, w
taki sposob, aby caly ciezar telefonu spoczywal na tekturze oraz aby wszystkie punkty podparcia
znajdowaly sie w podobnej odlegtosci od srodka telefonu. Proponowany sposéb przymocowania
tekturowych nozek (podpérek) przedstawiony jest na Rysunku 5.

/7 I/

Rysunek 5: Smartfon z przyklejonymi tekturowymi nézkami.

Wspbtezynnik tarcia tektury o podtoze mozna otrzymaé przez pchniecie telefonu po blacie w kie-
runku zgodnym z jedna z osi akcelerometru (wzdtuz jednej z krawedzi smartfonu). Znajac przy-
spieszenie a smartfonu podczas takiego ruchu jednostajnie opdznionego mozna obliczy¢ wspot-
czynnik tarcia tektury o blat:

a
= (75)
g
gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.

Moment bezwtadnosci smartfonu mozna wyznaczy¢ badajac jednostajnie opdzniony ruch obroto-
wy wokot osi wlasnej smartfonu przy udziale tarcia tekturowych nozek o blat. Wartos¢ momentu
hamujacego sity tarcia podczas takiego ruchu wynosi

M =mLgp, (76)

gdzie L to odlegtos¢ punktu przytozenia sity od $rodka masy smartfonu, a m to jego masa. Na
potrzeby eksperymentu przyjeto upraszczajace zatozenie, ze srodek masy smartfonu znajduje
sie w jego $rodku geometrycznym. Moment bezwtadnosci mozna obliczy¢ jako iloraz wartosci
momentu sity hamujacej i przyspieszenia katowego zarejestrowanego przez smartfon:

M mLgu

I==" (77)

Przyspieszenie katowe smartfonu mozna wyznaczy¢ poprzez dopasowanie prostej do zaleznosci
predkosci katowej od czasu i odczytanie wspotezynnika kierunkowego ¢ :

w=¢c-t+ wp. (78)
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Czes$é doswiadczalna

Tekturowe ndzki przyklejono do smartfonu w sposoéb przedstawiony na rysunku 5, symetrycznie
do siebie wzgledem srodka smartfonu, przyjmujac, ze pokrywa sie on ze srodkiem jego masy.
Podpdrki nie sg tukami, sg rownolegte do krawedzi smartfonu, wiec wystepuje zréznicowanie od-
legtosci roznych punktéw podparcia od srodka smartfonu, stanowi to istotne Zrodto niepewnosci.
Odlegtos¢ L zostanie odniesiona do potowy odlegtoséci od srodka smarfonu a koncem podpoérki
oraz $rodkiem podpoérki. Papierem milimetrowym odczytano odlegtosé pomiedzy srodkami noé-
zek 1 otrzymano /3 = 151 mm. Nastepnie zmierzono odlegto$¢ pomiedzy przeciwlegtymi brzega-
mi nézek (wzdluz przekatnej) otrzymujac lo = 155 mm. Ze wzgledu na grubo$é i elastycznosé
tektury oszacowano niepewno$ci pomiaru [y, s na 2mm. Przyjeto, ze efektywna odlegto$c [ po-
miedzy skrajnymi punktami podparcia smartfonu jest potowa Sredniej z wartosci [y oraz lo, a jej
niepewnos¢ jest okreslona przez potowe réznicy tych wartosci i powigkszona przez wartosé¢ ich
niepewnosci:

[ = (153 £ 4) mm. (79)
Efektywna odlegtosé pomiedzy srodkiem masy smartfonu a punktami podparcia wynosi zatem:
L = (76,54 2,0) mm. (80)

Masa telefonu wedlug specyfikacji technicznej wynosi m = 0,180kg. Przyjeto, ze warto$¢ ta
znana jest doktadnie.

Aby wyznaczy¢ wspotczynnik tarcia nézek o blat pchnieto smartfon trzykrotnie po blacie wzduz
jego dtuzszego boku. Na Rysunku 6 przedstawiono zmierzong zaleznosé¢ przyspieszenia wzdtuz
odpowiedniej osi od czasu. Zmierzona wartos¢ przyspieszenia zmieniata si¢ w trakcie ruchu te-

10,‘_T'T'T'I'I

Przyspieszenie, m/s?

(-2,9+0,4) m/s?

-8k 1 v v oo oyl
05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 86,0
Czas, s

Rysunek 6: Przyspieszenie zarejestrowane wzdtuz osi telefonu podczas jego trzykrotnego pchnie-
cia po blacie.

lefonu. Do danych eksperymentalnych dopasowano graficznie wartos¢ przyspieszenia najlepiej
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opisujacag dane pomiarowe oraz skrajne wartosci odpowiadajace pomiarowi. Otrzymano wartosé
przyspieszenia:
a=(-2,9404)ms > (81)

Wspétezynnik tarcia tektury o blat wynosi zatem zgodnie z réwnaniem (75):

= —Z — 0,295 + 0,040. (82)

Nastepnie, wykonano podobny eksperyment rozkrecajac telefon wokot wlasnej osi i mierzac
predkos¢ katowa telefonu. Wynik pomiaru przedstawiony jest na rysunku 7. Przy duzej predko-

15 -
‘TW
mn —
% 10
e
=
) l
2
b
a o .
0 . I . 1 . I . R .
0.20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45

Czas, s

Rysunek 7: Predkos¢ obrotowa smartfonu obracajacego si¢ woko6t wtasnej osi na blacie.

Sci obrotowej zyroskop wskazywal statg wartos¢ odpowiadajacg maksymalnej wartodci w zakresie
pomiarowym. 7Z tego powodu do analizy wybrano zakres czasu, w ktorym predkos¢ katowa byta
mniejsza od tej wartosci. Do wyniku pomiaru predkosci katowej w zaleznosci od czasu dopasowa-
no prosta zgodnie z réwnaniem (78) oraz skrajne proste odpowiadajace punktom pomiarowym
i otrzymano wartos¢ predkosci katowe;j:

e=(-114+9)s72 (83)

Niepewnos¢ wielkosci € oszacowano jako potowe roznicy wspotezynnikéw kierunkowych skrajnych
dopasowanych prostych. Na podstawie otrzymanej wartosci obliczono zgodnie z réwnaniem (77)
moment bezwladnosci smartfonu:

M mL
= 298 (3,5 4 0,8) kg cm?. (84)

=" =
el el

Niepewnos$¢ pomiaru oszacowano metoda ,najmniej korzystnego przypadku” jako potowe réznicy
wynikéw wyrazenia (84) obliczonych dla skrajnych wartosci L, i, € odpowiednio pomniejszanych
lub powickszanych o wartosci ich niepewnosci.
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Obliczen niepewno$ci mozna tez dokonaé¢ korzystajac z zalecen w: Rekomendacja Polskiego To-
warzystwa Fizycznego dotyczqca nauczania o opracowywaniv wynikéw pomiarow w szkotach (Re-
komendacja PTF). Wowcezas niepewno$é catkowita I — ozn. u(I), wynosi: u(l) = 0,32kgcm?. Z
obliczen przytaczamy tez udzialy niepewnosci (wktady do niepewnosci catkowitej) od parame-
trow w funkcji pomiaru (84) (po zaokragleniu do 2 cyfr znaczacych):

up(I) = 0,02kgem?;  upu(l) = 0,28kgem?;  u.(I) = 0,16 kg cm?; (85)

gdzie indeks przy u oznacza do ktérego parametru niepewnosé sie odnosi.

Z przytoczonych wartosci — najwigkszy wktad do niepewnosci catkowitej wspétczynnika ma nie-
pewnos¢ pochodzaca od wspélezynnika tarcia u, de facto, od niepewnosci wyznaczenia przyspie-
szenia a.

Potrzebne wzory do obliczen zostaly przytoczone w: Komentarz do obliczen niepewnosci pomiaru.

Jak zawsze, przy ocenie rozwiazan beda uznawane wszystkie rozsadne metody obliczania nie-
pewnosci pomiarowych.

Punktacja zadania D2.

Pomyst na wyznaczenie wspotczynnika tarcia tektury o blat (wzér (75) lub réwnowaz-

LIV ) ettt e e e e e 2 pkt.
Pomyst na wyznaczenie momentu bezwtadnosci smartfonu (wzér (77) lub réwnowazny)

5 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru ...................coeiieeinne.... 3 pkt.
Wyznaczenie wspotezynnika tarcia tektury oblat .............. ... L 3 pkt.
Wyznaczenie momentu bezwtadnosci smartfonu ............ ... ... . 4 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanych wynikéw .......... .. . 3 pkt.

Rozwigzanie zadania D3

Czes¢ teoretyczna

Rozwazmy sytuacje, w ktorej w woreczku foliowym znajduje sie n monet, a nad nimi wtozony
pionowo pasek papieru zgodnie z Rysunkiem 8. Woreczek z monetami oraz paskiem papieru
zanurzony jest czesciowo w wodzie tak, aby monety i czes¢ paska znajdowaty sie pod powierzchnia
wody. Woda wywiera wtedy ci$nienie hydrostatyczne na woreczek foliowy, ktory z kolei Sciska
pasek papieru.

Fragment paska papieru na gtebokosci h pod powierzchnia cieczy Sciskany jest z obu stron
ci$nieniem hydrostatycznym:

P = puwgh (86)
Jesli pasek papieru jest zanurzony na glebokos¢ H, wtedy dzialajace na niego cidnienie hydro-
statyczne od cieczy zmienia sie liniowo od zera przy powierzchni powierzchni cieczy do wartosci:

Pmax = prH (87)

na jego koncu. Poniewaz cisnienie cieczy zmienia si¢ liniowo na catej zanurzonej dtugosci, cal-
kowita site ci$nienia hydrostatycznego dziatajacego na jedna zanurzong strone paska papieru
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pasek papieru

woreczek foliowy

A

>
—
—
—
—
—-
_
— 1) Y

monety

Rysunek 8: Schemat uktadu pomiarowego.

mozna opisa¢ przez iloczyn jej powierzchni i Sredniego ci$nienia hydrostatycznego. Powierzchnia
zanurzonej czesci paska o szerokos$ci w wyniesie

S =wH, (88)

podczas gdy srednie cidnienie hydrostatyczne wyniesie

_ 0 + Pmax _ Pmax _ pwgH

Sr &9
P 5 5 5 (89)
Sita cisnienia hydrostatycznego dzialajacego na jedng strone paska wynosi zatem
wgwH?
F=pas =20 (90)

Najwieksza mozliwa sita tarcia statycznego dziatajacego pionowo na pasek papieru bedzie po-
chodzita od sity nacisku F' dzialajacej na obie strony paska papierowego:

T =2Fu = pugwH?pu (91)

Aby trzymajac za pasek papieru mozna byto utrzymaé¢ woreczek z monetami zawieszony w wo-
dzie, cigzar monet musi by¢ zrownowazony sita wyporu oraz sila tarcia o pasek papieru. W sy-
tuacji, w ktorej sita tarcia jest rowna maksymalnej mozliwej sita tarcia oraz gdy réwnowazy ona
ciezar monet pomniejszony o dziatajaca na nie site wyporu zachodzi:

T =nmg — nmgp—w (92)

m
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Réwnania (91) i (92) mozna przeksztalci¢ do postaci rownania prostej:

pugwH i = nmg — nmg™", (93)
H=mlm =Py~ Ap (94)
PP WL

Wspotezynnik tarcia g mozna obliczy¢ na podstawie otrzymanej przy pomocy dopasowania
prostej wartosci wspotezynnika kierunkowego A:

A= mbPm T Pe (95)
PmpPutl
Pm — Pw

= mip A (96)

Czes$¢ doswiadczalna

Woreczek zanurzano czesciowo w wodzie tak, aby nie dostata si¢ do srodka, ale Scisneta go
usuwajac z niego cale powietrze. Monety i cze$¢ paska powinny znajdowadé sie ponizej pozio-
mu wody. Jedli wnetrze woreczka ulegto zawilgoceniu, woreczek oraz pasek papieru wymieniano
na suchy. Woreczek z monetami powoli podnoszono trzymajac za pasek papieru o szerokosci
w = (204 1) mm az do momentu pokonania tarcia statycznego pomiedzy paskiem a woreczkiem.
Odczytywano graniczng dtugo$¢ H zanurzonej czesci paska w momencie wystapienia poslizgu,
uprzednio umiesciwszy w woreczku od zera do pigciu monet:

n 0] 1]2[3]4]5
H(cm) | 1,0 [ 3,0 |40 |45 5060

Tabela 1: Wyniki pomiarow

Ze wzgledu na trudno$é¢ precyzyjnego odczytu przyjeto niepewnos$é pomiaru wysokosci H osza-
cowano na 0,5 cm. Do danych eksperymentalnych dopasowano graficznie warto$¢ prosta najlepie;
opisujacg dane pomiarowe oraz skrajne proste odpowiadajace punktom pomiarowym. Otrzyma-
no wartos¢ wspotezynnika kierunkowego A réwna: Otrzymano warto$¢ przyspieszenia:

A= (6,8+0,8)cm? (97)
Nastepnie na podstawie wzoru (96) obliczono wspdtezynnik tarcia folii o pasek papieru:

1 =0,33+0,05 (98)

Niepewnos¢ pomiaru oszacowano metoda ,najmniej korzystnego przypadku” jako potowe réznicy
wynikoéw wyrazenia 96 obliczonych dla skrajnych wartosci A oraz w odpowiednio pomniejszanych
lub powiekszonych o wartosci ich niepewnogci.

Obliczen niepewno$ci mozna tez dokonac¢ korzystajac z zalecen w: Rekomendacja Polskiego To-
warzystwa Fizycznego dotyczqca nauczania o opracowywaniu wynikéw pomiarow w szkotach (Re-
komendacja PTF). Wéwczas niepewnosé catkowita o — ozn. u(u), wynosi: u(u) = 0,24. Z obli-
czen, bez czastkowych zaokraglen, przytaczamy tez udzialy niepewnosci (wktady do niepewnosci
catkowitej) od parametréw w funkcji pomiaru (96):

U (1) = 0,0094;  wa(p) = 0,0222; (99)
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Rysunek 9: Wyniki pomiaréw wraz z dopasowaniem proste;j.

gdzie indeks przy u oznacza do ktérego parametru niepewnosé¢ sie odnosi. Z przytoczonych
wartosci — najwickszy wktad do niepewnosci catkowitej wspotezynnika p, tarcia folii o pasek
papieru, wnosi niepewnos¢ wyznaczenia wspotczynnika A.

Potrzebne wzory do obliczen zostaly przytoczone w: Komentarz do obliczen niepewnosci pomiaru.

Jak zawsze, przy ocenie rozwiazan beda uznawane wszystkie rozsadne metody obliczania nie-
pewnosci pomiarowych.

Punktacja zadania D3.

Wyznaczenie sity ci$nienia hydrostatycznego dzialajacej na pasek papieru (wzor (90)

TUD TOWHOWAZILY) . ..ottt ettt et ettt 5 pkt.
Pomyst na wyznaczenie wspétezynnika tarcia papieru o folie (wzér (96) lub réwnowaz-

01 ) 5 pkt.
Opis uktadu pomiarowego oraz procedury pomiaru ..................c.cooiiiiiina... 2 pkt.
Wykonanie pomiaréw umozliwiajacych wyznaczenie wspélczynnika tarcia papieru o

fOlie 2 pkt.
Przeprowadzenie pomiarow dla co najmniej czterech réznych liczb monet ........... 2 pkt.
Wyznaczenie wspotezynnika tarcia papieru o folie ............ ... ... L 2 pkt.
Ocena niepewnosci otrzymanych wynikow ....... ... ... ... 2 pkt.
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