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Nazwa zadania Predkoéé kulki staczajacej sie z réwni pochylej!

Rok 1971/1972

Zrodlo Komitet Gtéwny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXI i XXII, WSiP, Warszawa
1975;
Waldemar Gorzkowski: Zbior zadan z olimpiady fizycznej. WSiP, War-
szawa, 1987;
T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Zadanie T3 - XXI OF, I stopien.

Na wierzchotku réwni o wysokosci h znajduje sie kulka. Poczatkowe predkosci kulki (liniowa i
katowa) sa rowne zeru. Wspoélezynnik tarcia posuwistego (statycznego i kinetycznego) kulki o
rownie wynosi f = % Wspotezynnik tarcia tocznego kulki o rownie réwny jest zeru. W pewnej
chwili puszczamy kulke. Jak konicowa predkosé liniowa kulki v (tj. predkosé srodka kulki w chwi-
li, gdy mija ona najnizszy punkt réwni) zalezy od kata nachylenia réwni o? Zréb szkic wykresu
funkeji v(a).

1 Zadania o podobnej tematyce: XX OF, st. IT — zad. teoretyczne T1: Ruch kulki na réwni
bez poslizgu; XXII OF, st. IT — zad. doswiadczalne: Wyznaczanie wspotczynnika tarcia kulki
stalowej o szklto; VI Miedzynarodowa Olimpiada Fizyczna — zad. T1: Ruch walcéw staczaja-
cych sie z réwni; XXIV OF, st. II — zad. dosw. D2 — dodatkowe: Wyznaczanie wspotczynnika
tarcia posuwistego rurki o réwnie; XXVII OF, st. I — zad. T1: Ruch kulki z réwni pochytej z
uwzglednieniem tarcia tocznego i posuwistego; XXVII OF, st. III — zad. T2: Opis ruchu kulki po
poziomym stole z uwzglednieniem tarcia posuwistego i potoczystego; XXX OF, st. I — zad. T4:
Analiza ruchu z réwni pochytej kulki z tarciem tocznym; XXXI OF; st. wstepny — zad. do$w.
D1: Wyznaczanie wspotczynnika statycznego tarcia tocznego stali o szkto; LXV OF, st. II —
zad. dosw.: Wyznaczanie wspotczynnika tarcia tocznego kulki stalowej o gume oraz momentu
bezwtadnosci kulki.
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Rozwigzanie zadania T3 - XXI OF, I stopien.

Wprowadzmy oznaczenia:

T - sila tarcia (statycznego lub poslizgowego) miedzy kulka a rownia,

N - sita nacisku miedzy réwnia a kulka,

v - predko$¢ liniowa srodka kulki,

a - przyspieszenie srodka kulki,

w - predkos¢ katowa kulki,

€ - przyspieszenie katowe ruchu obrotowego kulki,

I - moment bezwtadnosci kulki wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek,

m - masa kulki,

R - promien kulki.

Przystepujac do rozwiazania tego zadania nalezy uswiadomi¢ sobie ze moga tu, w zaleznosci od
wartosci kata «, wystapi¢ dwa zasadniczo rézne przypadki: ruchu z poslizgiem i ruchu bez posli-
zgu. Postarajmy sie zrozumieé¢ najpierw pogladowo, dlaczego tak musi by¢. Zacznijmy od réwni
nachylonej pod bardzo malym katem. Gdyby nie byto tarcia to sktadowa sity ciezkosci, rownole-
gta do réwni nadataby kulce przyspieszenie gsina. Kulka poruszataby sie ruchem postepowym,
nie obracajac si¢. Innymi stowy natychmiast po zwolnieniu kulki pojawitaby sie wolno rosnaca
predkos¢ poslizgu. Jedli jednak tarcie wystepuje, to sytuacja taka jest niemozliwa, gdyz natych-
miast po rozpoczeciu ruchu pojawitaby sie duza sita tarcia mgfcosa, wieksza od sity mgsina
(przy dostatecznie matym kacie «) i przeciwnie do niej skierowana. Wypadkowa sity tarcia i sity
mgsina bytaby skierowana przeciwnie do przyspieszenia, co jest jawnie sprzeczne z II zasada
dynamiki Newtona. Dla dostatecznie matych katéw o, w ruchu bez predkosci poczatkowej, nie
moze wiec wystepowac poslizg, lecz jedynie toczenie, w czasie ktérego chwilowa predkosé punktu
stycznosci kuli wzgledem rowni wynosi zero. Jesli nie ma poslizgu, to tarcie jest tarciem statycz-
nym, a jak wiemy sila tarcia statycznego nie jest okreslona jednoznacznie przez site nacisku i
wspotezynnik tarcia — ich iloczyn wyznacza tylko maksymalna mozliwg site tarcia. Czy mozna
wyznaczy¢ ruch, skoro dziala na ciato sita o nieustalonej warto$ci? Mozna, jesli posiadamy do-
datkowe wiadomosci o ruchu. W naszym, przypadku bedzie to warunek kinematyczny mowiacy,
ze gdy T' < fN, wtedy predkos$¢ poslizgu réwna v — wR = 0. Warunek toczenia bez poslizgu nie
tylko pozwoli wyznaczy¢ ruch, ale i site tarcia potrzebna do tego, by ruch rzeczywiscie spetniat
ten warunek.
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mgsina

Rysunek 1: Zaznaczono sity dzialajace na kulke znajdujaca si¢ na réwni pochytej. Dwie sity
przytozone w srodku kulki: ciezar kulki o wartosci mg i site sprezystosci réwni prostopadta do
niej, skierowana ku gorze o wartosci mgcosa (tj. site reakcji na site nacisku kulki na podtoze o
wartoéci N = mgcosa, nie zaznaczonej na rys.). Wypadkowa tych dwéch sit jest sita zsuwajaca
rownolegly do réwni skierowang w dot rowni o wartodci mgsina. Trzecig sita dzialajaca na
kulke jest sita tarcia posuwistego T przytozona w punkcie stycznosci kulki z podtozem réwni i
skierowana wzdtuz réwni ku gorze.

Wyobrazmy sobie teraz, ze powtarzamy spuszczanie kulki po réwni zwickszajac stale kat na-
chylenia. Przekonamy sie¢, ze ze wzrostem kata nachylenia rosta tez bedzie wartos¢ sity tarcia
statycznego T niezbedna do zapewnienia staczania bez poslizgu. Dla pewnego kata osiggniemy
takg wartos¢ sity T, ktora réwna jest fN. Przy dalszym zwiekszaniu kata « sita tarcia statycz-
nego 1" nie moze juz rosnaé, gdyz osiggneta swg warto$¢ maksymalng. Musi wystapic¢ poslizg i
nie bedziemy mogli korzysta¢ z rownania v = wR, a jedynie z nierownosci v — wR > 0 wyzna-
czajacej kierunek sity tarcia ,pod goére”, a wigc hamujacej ruch. Znéw powstaje problem, bo
gubimy jedno réwnanie. Ale natychmiast zyskujemy drugie! Skoro kula toczy sie z poslizgiem,
to sita tarcia kinetycznego jest wyznaczona przez nacisk:

T = fN, a wiec znéw bedziemy mieli ilo$¢ réwnan wystarczajaca do wyznaczenia ruchu. Po tej
wyczerpujacej analizie mozemy przystapi¢ do obliczen.

1. Toczenie bez poslizgu

Prawo dynamiki dla ruchu postepowego:

ma = mgsina — T (1)

Prawo dynamiki dla ruchu obrotowego:

le=TR (2)
Brak poslizgu:
v=wR=a=¢R (3)
Nieréwno$¢ tarcia statycznego:
T < fmgcosa (4)
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Z réwnan (1), (2) 1 (3) mozemy wyznaczy¢ trzy wielkosci: a, T'i e. W tym celu z réwnan (2) i
(3) znajdujemy najpierw zwiazek

la
ktéry wstawiamy do (1), otrzymujac
, a
ma = mgsina — -, (6)
stad
' 1
a= mgsiha _ —gsina, (7)

Tn_‘_éil_{_mR2

a po wstawieniu rozwiazania do (5)

1
T >mgsina. (8)

Przekonujemy sie, ze istotnie T' rosnie wraz z katem «. Tarcie maksymalne zostaje osiggniete
dla kata aq spetniajacego rownanie

1
T'= ————mgsinag = fmgcosay, 9)
1+ ™
mR?

Rozwigzanie dane wzorem (7) obowiazuje wiec dla katéw « spelniajacych warunek

a < arctg (f (1 + mj{iﬂ)) . (10)

Dla tych wartosci katéw mozemy bez ktopotu obliczy¢ w elementarny sposoéb koncowa predkosé
kulki. Poniewaz dlugo$é réwni wynosi h/sina, a przyspieszenie dane jest wzorem (7). To ze
zwigzku

U2

— = sa,

2
stusznego ogolnie w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej, dostajemy:

2 _ o h  gsina 2gh

U T fsnalt L 1+ L
mR? mR?2

, dlaa < ap. (11)

Zauwazmy, ze w przypadku toczenia bez poslizgu predko$é¢ punktu, do ktérego przyltozona jest
sita tarcia, wynosi zero — sitg tarcia nie wykonuje zatem pracy i do wyznaczenia predkosci kon-
cowej moglibysmy skorzystaé¢ z zasady zachowania energii mechanicznej. Uwzglednienie energii
ruchu obrotowego prowadzi wlaénie do charakterystycznego czynnika (1 + I/mR?) we wzorze
(11), ktory poza tym jest podobny do wzoru dla spadku swobodnego v? = 2gh.

Warto tutaj dodatkowo podkresli¢, ze do staczania sie bez poslizgu konieczne jest wystepowanie
sity tarcia. Spotykany czasami zwrot ,kulka stacza sie bez tarcia i bez poslizgu”, jest oczywistym
bledem $wiadczacym o niezrozumieniu procesu staczania si¢. Podczas staczania si¢ bez poslizgu
sita tarcia statycznego nie wykonuje pracy.
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2. Toczenie z poslizgiem.
Réwnania (1) i (2) nie ulegajg oczywiscie zmianie. Zamiast réwnania (3) i nieréwnosci (4) mamy
w tym przypadku

v—wR >0, (12)

T = fmgcosa. (13)

Podstawiajac teraz znang site 7' ze wzoru (13) do réwnan (1) i (2) dostajemy natychmiast:
a = gsina — fgcosa, (14)

_ fmgRcosa

€="—7

a wiec zaréwno ruch postepowy, jak i obrotowy sa, jak w przypadku toczenia bez poslizgu

jednostajnie przyspieszone. Mozemy wyznaczy¢ predkosci - liniowa i katowa dla dowolnego czasu
t:

(15)

v = t(gsina — fgcosa),

fmgRcosa
w=t——.
1
Wstawiajac znalezione rozwiagzania do nieréwnosci (12) dostajemy po skroceniu przez t i g

sina — fcosa > me[cosaR
lub po uproszczeniu
R2
tga>f<1+mj_ ) (16)

Oczekiwaliémy na podstawie dyskusji jakosciowej, ze warunek na toczenie z poslizgiem bedzie
przeciwny do warunku na toczenie bez poslizgu, ale nie zaszkodzito sie o tym przekonac¢. Oblicze-
nie predkosci koncowej nie nastreczy takze teraz zadnych ktopotow skoro znamy przyspieszenie
i przebyta odlegltosc.

2 _ 2hg
sino

v

(sina — feosa) = 2hg(1 — fetga), dla a > «. (17)

Aby zrobié¢ szkic wykresu, musimy podstawi¢ warto$¢ momentu bezwtadnosci. W zadaniu tego
typu uczen moze skorzystaé ze znanego wzoru na moment bezwtadnosci kuli bez wyprowadzenia.
Podstawiajac [ = 2M R? oraz wartos¢ f = 2 do wzoréw (9), (11) i (17) dostajemy:

2 1
tga0:7<1+2>=1:>ag:45°,
5

10
v: = 7gh dla o < 45°, (18a)

2
v? = 2gh (1 - 7ctga> dla o > 45°. (18Db)

Nietrudno przekonacé sie, ze wzory (18a) i (18b) przedstawiaja funkcje ciagta. Istotnie, przecho-
dzac w drugim wzorze do granicy a — 45° dostajemy:

. 2 10
alggo 2gh (1 — 7ctgoc) = 7gh,
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a wiec tyle samo, ile daje wzér (18) obowiazujacy dla a < 45°. Mimo ciaglosci, na wykresie
bedzie charakterystyczne zatamanie, gdyz czes¢ wykresu jest oczywiscie odcinkiem réwnolegtym
do osi a, a czes¢ funkcja rosngca od wartosci ,/%gh dla o = 45°, do wartosci /2gh dla o = 90°.
Szkic wykresu przedstawia Rysunku 2.

“A

=
45° 90° @

Rysunek 2: Wykres zaleznosci predkosci v kulki puszczanej z réwni pochytej z wysokosci h w za-
leznosci od kata nachylenia a réwni do poziomu. Wspétezynnik tarcia posuwistego (statycznego
i kinetycznego) kulki o réwnie wynosi f = 2/7. Wspoétezynnik tarcia tocznego kulki o réwnie
rowny jest zeru.

Mogtoby si¢ na pierwszy rzut oka wydawac, ze wynik jest sprzeczny z zasada zachowania energii.
Przeciez dla wszystkich katow a wysokos$é h, a wiec i zmiana energii potencjalnej, jest ta sama.
Dla o < 45° zadna czeS$¢ tej energii nie rozprasza sie na cieplo (sita tarcia nie wykonuje pracy,
gdy nie ma poslizgu), a mimo to koncowa predkosé¢ jest mniejsza dla malych katéw niz dla
katéw, przy ktoérych na pewno czesé energii mgh zamienia sie na ciepto! Pamieta¢ musimy jednak
jeszcze o energii ruchu obrotowego. Dla katéw o < 45° jest ona stalym utamkiem energii ruchu
postepowego, a dla katéw wiekszych zaczyna szybko male¢. Jej ubytek jest wiekszy, niz wzrost
energii kinetycznej ruchu postepowego, a wiec wydzielajace sie ciepto jest dodatnie, o czym
mozna przekonaé sie stosujac wprowadzone wzory. Nie bedziemy juz tego robi¢, sprawdzimy
jedynie spogladajac na wzér (18), ze dla a = 90°, kiedy zniknie nacisk (kula spada po prostu
obok pionowej deski), czyli kiedy znika i tarcie i ruch obrotowy, wtedy energia kinetyczna ruchu
postepowego réwna sie po prostu mgh.
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