XXl OLIMPIADA FIZYCZNA
(1971/1972)

ZAWODY |11 STOPNIA
CZESC TEORETYCZNA

Zadanie teoretyczne — T1

Nazwa — Analiza drgan dwoch ciat na ptaszczyznie potagczonych sprezyng.
Zrédia

Komitet Gtowny Olimpiady Fizycznej
Andrzej Szymacha, Olimpiady Fizyczne XXI i XXII, WSIiP, Warszawa 1975, s. 68—73

Waldemar Gorzkowskil, Zbiér zada# z olimpiad fizycznych. Zadania rachunkowe
wraz z rozwigzaniami, wyd. 2 zm., WSIP, Warszawa 1987, zad. 3.4, s. 38, 109-112
— T.M. Molenda, www.OF.szc.pl.

Dwa nieduze ciata o masach m; i m, potgczono jednorodng sprezyng o statej sprezystosci k i po-
tozono na poziomym gladkim stole. Sprezynke rozciagnigto przez rozsunigcie obu ciat, a nastepnie

oba ciata jednoczesnie puszczono. Uktad zaczat drga¢ wzdhuz linii prostej. Jakie to sg drgania
i jaki jest ich okres?

! Dr Waldemar Gorzkowski byl wieloletnim sekretarzem naukowym ds. zadan w KGOF w XIX-XXXVII OF,
z przerwa od |1 st. XXX OF do konca XXXI OF, autor i wspétautor bardzo wielu artykutow w Fizyce w Szkole z OF
i ksigzek z zadaniami OF, w tym miedzynarodowej OF. Bardzo zastuzony dla naszej olimpiady fizycznej jak i mig-
dzynarodowej gdzie, od 1983 r., pelnit funkcj¢ Sekretarza Generalnego, p6zniej przemianowang na funkcje prezesa,
ktora sprawowat do $mierci w 2007 r. (www.kgof.edu.pl/SOMOF/historia.php); prowadzit rowniez miedzynarodowy
konkurs prac uczniowskich First Step to Nobel Prize in Physics. Za osiagniecia zostat uhonorowany Nagrodg Pol-
skiego Towarzystwa Fizycznego im. Krzysztofa Ernsta za Popularyzacje Fizyki (przyp. red.).
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Rozwiazanie zadania T1 — XXI OF, III stopien, cze$é teoretyczna

Decydujaca rolg w rozwigzaniu tego zadania odgrywa fakt, ze uktad dwoch mas wraz z faczaca
je sprezynka jest w naszym zadaniu — z praktycznego punktu widzenia — uktadem izolowanym.
Wprawdzie dziataja na niego zewnetrzne sity ciezkosci i sity reakcji podioza, ale sity te rowno-
wazg si¢. W kierunku poziomym nie dziataja zadne sity zewnetrzne, gdyz zgodnie z warunkami
zadania tarcie mozna zaniedbac.

Jak wiadomo, $rodek masy uktadu izolowanego pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ru-
chem jednostajnym prostoliniowym. Poczatkowo, tj. w chwili zwalniania napigtej sprezynki,
srodek masy spoczywal, a wigc bedzie on spoczywal caly czas, dopoki jakies sity przytozone
z zewnatrz nie zmienig tego stanu.

Dzigki temu, ze srodek masy pozostaje nieruchomy przez caty czas trwania ruchu, wygodnie
jest liczy¢ potozenie obu ciat wzgledem tego punktu, tak jak pokazano na rys. 1, gdzie SM ozna-
cza $rodek masy, na rys. zaznaczono rowniez sity dziatajace w rozpatrywanym uktadzie.

Rys. 1. Sity Ifl i If2 przylozone sg do mas, sity —If1 i —If2 sg przytozone do spr¢zynki,

SM oznacza $rodek masy

Zgodnie z 111 zasada dynamiki (zasadg akcji i reakcji), jezeli sprezynka dziala na mas¢ m, silg
F,, to masa m, dziata na sprezynke sit3 —F,. Podobnie na drugim koficu sprezynki — na mase
m, dziata sita F,,a na sprezynke sita —F,.

Warto tu wspomnie¢ o czgstym btedzie logicznym popelianym przez bardzo wiele osob i to
nie tylko ucznidw szkot srednich, polegajacym na stwierdzeniu, ze na mocy III zasady dynamiki

powinno byé F, = —F,. To wcale nie prawda! W problemie takim, jak tu rozpatrywany, masy m,
i m, wcale ze soba bezposrednio nie oddziatuja! Zwiazek F, = —F, dostajemy dopiero w szcze-
gblnym przypadku granicznym, nie majacym nic wspolnego z Il zasada, mianowicie jezeli za-
tozymy, ze sprezynka jest niewazka. Wtedy z Il zasady dynamiki mamy:

(masa sprezynki = 0) - (przyspieszenie sprezynki) = — F; — F,.
Poniewaz lewa strona jest rOwna zeru niezaleznie od tego, jakie jest przyspieszenie spr¢zynki, to
1 prawa strona musi by¢ rowna zeru. Niewazko$¢ sprezynki powoduje, ze mozna o niej zapo-
mnie¢ i traktowaé sity F, i F, jako oddziatywania miedzy punktami materialnymi, zmieniaja-
cymi si¢ wedlug okreslonego prawa w zaleznos$ci od odlegtosci i spetniajacymi 111 zasade dyna-
miki.
Podsumowujac: catkowita sita dziatajaca na sprezynke wynosi — F; — F,. Sita ta musi by¢ rowna
zeru, gdyz w przeciwnym przypadku niewazka sprezynka musiataby doznawac¢ nieskonczonego
przyspieszenia. Mamy wigc

Srodek masy dzieli odlegto$é migdzy ciatami w stosunku odwrotnym do ich mas:
X2 _ M (2)
X1 My
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Gdyby sprezynka byta nie napigta, to wielkosSci X; i X, miatyby warto$ci X 1 Xp9 okreslone wzo-
rami:

X0 _ My
X0 My
X10 + X20 = o, 3)
gdzie |y jest dlugoscia sprezynki nie napigte;.
Stad
I I
X10 = Oml > Xy = Omz ) 4)
1+— 1+—=
m, my
Oznaczajac odchylenia ciat od potozen rownowagi przez AX; i AX,, otrzymujemy:
I
AXy = X; — Xy = Xy ———>——,
T i my/m,
|
AXy = Xy — Xog = Xy — ——2——, (5)
20T TR 1 m,/my

Sity F,iF, dzialajace na poszegolne ciala maja warto$¢ rowna k(X; + X, — lp), co mozna zapisa¢

F= k(X + X, — lg) = l{xl[uﬂJ _ |O} - k[1+ﬁJAx1,
m, m,

3 =k(x1+x2—IO)=k{x{l+%}—lo}=k(l+&JAx2. (6)

1 my

nastgpujaco:

Uwzgledniajac zwroty sit F; i F, mozemy napisaé rownania wyrazajace 11 zasade dynamiki dla
kazdego z cial. Mamy:

m, m
gdzie a; 1 a; oznaczajg przyspieszenia mas m; i m,. Wobec tego:
a, =—k [i + iijl, a, =—k (i + iijz. (8)
mg  m; m,  m;

Sa to dwa niezalezne réwnania opisujace drgania harmoniczne. W ruchu harmonicznym migdzy
przyspieszeniem a i wychyleniem z potozenia réwnowagi Ax zachodzi zwigzek

a=—w>Ax, 9)
gdzie @ = 2n/T, T — okres drgan.
Korzystajac z powyzszej zaleznos$ci bez trudu stwierdzamy, ze obydwa ciata beda drgaly

z tym samym okresem rownym
T= 27'5\/% , (10)

(11)

gdzie u spetnia zwigzek
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Zauwazona wyzej rownos¢ okresow drgan obu cial jest oczywista — w przeciwnym wypadku
srodek masy nie mogltby by¢ nieruchomy.
Okres drgan obcigznika o masie m zawieszonego na sprezynie o statej kK wynosi

T= 2n\/g (12)

Widzimy, ze wielko$¢ u spetnia role masy. Nazywa si¢ ona masg zredukowang uktadu dwoch
cial. Kazde z rozwazanych ciat drga z takim samym okresem jak cialo o masie u zawieszone na
sprezynie o stalej k.

Poniewaz predkosci poczatkowe obu cial byly rowne zeru, wiec wielkosci Ax; i AX; musza
zmienia¢ si¢ wedlug wzoréw:

AX, = Acosz—nt, AX, = Bcosz—nt, (13)
T T
gdzie czas t liczony jest od momentu zwolnienia sprezynek.
Ponadto, z (2), AX; i AX, muszg spetnia¢ zwigzek

X109 + AXl m,

= 14
Xoo +AX, My (14)
czyli
Axy _ My (15)
AX, m;~

gdyz my X0 = My Xg. Wynika stad, ze migdzy statymi A i B opsujacymi poczatkowe wychylenie
cial od potozen rownowagi spetniona jest relacja

A_My (16)
B m
Mozemy wiec przyjac, ze
A=c—TM2___cH (17)
B=C—"1___c# (18)
gdzie C jest stalg zalezng od stopnia rozciggniecia sprezynki przed jej wprawieniem w ruch.
Mozemy teraz wyznaczy¢ zaleznos¢ X; i1 X, od czasu:
Xy = Xqg + AX; = iI0 +tc cosz—nt,
1 my
Xy = Xop +AX, =Ly +£2C cos 2Et. (19)
m; m,
Odlegtos¢ miedzy ciatami jest suma X; 1 X,, a zatem
x=1, +Ccos?|_—nt. (20)

Pamigtajac, ze T zalezy od masy zredukowanej, mozemy nasz koncowy wynik skomentowac
w nastgpujacy sposob. Gdyby$smy mase¢ m, przyjeli za poczatek uktadu odniesienia (mimo ze nie
bytby to uktad inercjalny), to wielkos$¢ x bytaby wspotrzedna masy m; w tym ukladzie odniesie-
nia. Zmiana tej wspotrzednej, czyli ruchu ciata o masie m; wzglgdem ciata o masie m; jest taki
sam, jaki bytby ruch ciata o masie zredukowanej 4 pod wplywem rzeczywistej sity F w praw-
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dziwym juz uktadzie inercjalnym. To zastgpienie masy m; przez mas¢ zredukowang u koryguje
calkowicie nieinercjalnos¢ uktadu odniesienia. Nietrudno zrozumie¢, ze jest to twierdzenie cat-
kowicie ogolne dla dowolnego uktadu izolowanego dwoch ciat poruszajacego sie pod wplywem
sit wewnetrznych spelniajacych prawo akcji i reakcji. Nosi ono nazwe twierdzenia o redukcji
zagadnienia dwoch cial do zagadnienia jednego ciata 1 znajduje powszechne zastosowanie w
astronomii oraz w fizyce atomowe;j i jadrowe;.

Jesli gdzie§ w podrgczniku znajdziecie zdanie: ,,Przyjmijmy dla uproszczenia, ze proton
w atomie wodoru (lub Stonce w zagadnieniu Keplera) spoczywa w inercjalnym uktadzie odnie-
sienia” — po czym nastgpuja jakiekolwiek obliczenia obarczone pigtnem niedoktadnosci, to pa-
migtajcie, ze mozecie ten btad catkowicie skorygowac zastgpujac w koncowych wzorach mase
elektronu (czy tez planety) masg zredukowang rozpatrywanego uktadu dwoch ciat. Warto jeszcze
zauwazy¢, ze jesli jedno z cial (np. proton) ma mas¢ duzo wigksza od drugiego (elektronu),
a wiec kiedy nieinercjalno$¢ uktadu z nim zwigzanego jest malo istotna, to oczywiscie rdéznica
migdzy masg zredukowang a masg m; jest bardzo niewielka. Wida¢ to natychmiast, jesli wzor
(11) na masg zredukowang przepiszemy w innej, czgsto spotykanej postaci

=m — .
“ Y14 m,/m,
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