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Zadanie doswiadczalne — D

Nazwa — Wyznaczanie wspotczynnika tarcia tarcia stalowych kulek o szkto staczajacych
sie z roéwni.!
Zrodla — Komitet Gléwny Olimpiady Fizycznej
— Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXI i XXII. WSiP, Warszawa 1975

— Waldemar Gorzkowski, Andrzej Kotlicki: Olimpiada fizyczna. Wybrane zadania
dosSwiadczalne z rozwigzaniami. Stowarzyszenie Symetria © Wiasnosci Struktural-
ne, Poznan 1994 (zad. 2)

— T.M. Molenda, IF US, www.OF'.szc.pl.

Masz do dyspozycji:

e rownie pochyta o regulowanym kacie nachylenia (plyta szklana),
e stol,
e kulke stalowa,
e linijke,
e Dpion,
e papier milimetrowy,
e kalke maszynows,
e kilka arkuszy gtadkiego papieru,
e szmatke lekko zwilzona olejem (do przecierania kulki).
Wyznacz wspotezynnik tarcia poslizgowego lekko nattuszcezonej stali o szkto.
Uzasadnij metode postepowania, opisz wykonane doswiadczenie. Przedyskutuj przebieg zja-
wiska, oszacuj niepewno$¢ pomiarowsg wyniku.
Uwagi:
1. Gtadki papier wraz z kalkg poléz na podtodze tak, by kulka spadajaca z rowni
zostawita na papierze slad w miejscu upadku.

2. Zwroé uwage, ze ruch kulki puszezonej swobodnie z rowni dla pewnych katow
odbywa sie z poslizgiem, a dla pewnych bez poslizgu.

!Poréwnaj zadania o podobnej tematyce z olimpiad: XX OF, st. I - zad. T1: Ruch kulki na réwni bez poslizgu; XXI
OF, st. I — zad. T3: Predkosc kulki staczajgcej sie z rowni pochylej; VI MOF, — zad. T1: Ruch walcow staczajgcych
sie z réwng; XXIV OF, st. II — zad. D2 (dodatkowe): Wyznaczanie wspdlczynnika tarcia posuwistego rurki o
rownie; XXVII OF, st. I — zad. T1: Ruch kulki na réwni z wwzglednieniem tarcia potoczystego i posuwistego;
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Rozwigzanie zadania D — XXII OF, II stopien, czes¢ doswiadczalna

Czesé teoretyczna

Zbadajmy teoretycznie ruch kulki na réwni (skorzystamy z rozwigzania zadania T3 zawodow I
stopnia XXI OF). W tym celu wprowadZmy oznaczenia (rys. 1):

T - sila tarcia (statycznego lub poslizgowego) miedzy kulka a réwnia,

=

— sita nacisku miedzy rownia a kulka,

v — predkos¢ liniowa $rodka kulki,

a — przyspieszenie srodka kulki,

w — predkosé¢ katowa kulki,

€ — przyspieszenie katowe ruchu obrotowego kulki,

I — moment bezwtadnosci kulki wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek,
m — masa kulki,

R — promien kulki.

Nalezy uswiadomi¢ sobie, ze w zaleznosci od wartodci kata «, moga wystapi¢ dwa zasadniczo
rozne przypadki — ruch z poslizgiem i ruch bez poslizgu. Postarajmy si¢ zrozumie¢ najpierw
pogladowo, dlaczego tak musi by¢. Zacznijmy od réwni nachylonej pod bardzo malym katem.
Gdyby nie bylo tarcia, to sktadowa sity ciezkos$ci réwnolegta do réwni nadataby kulce przy-
spieszenie ¢gsin . Kulka poruszataby sie ruchem postepowym, nie obracajac sie. Innymi stowy,
natychmiast po zwolnieniu kulki pojawitaby sie wolno rosnaca predko$é¢ poslizgu. Jesli jednak
tarcie wystepuje, to sytuacja taka jest niemozliwa, gdyz natychmiast po rozpoczeciu ruchu poja-
wilaby sie duza sita tarcia mgf cos a (przy dostatecznie malym kacie o) wieksza od sity mgsin «
(przy dostatecznie matym kacie «) i przeciwnie do niej zwrécona. Wypadkowa sity tarcia i sity
mgsin a bytaby zwrdcona przeciwnie do przyspieszenia, co jest jawnie sprzeczne z Il zasada
dynamiki Newtona. Dla dostatecznie matych katow «, w ruchu bez predkosci poczatkowej,
nie moze wiec wystepowaé poslizg, lecz jedynie toczenie, w czasie ktoérego chwilowa predkosé
punktu stycznosci kulki wzgledem réwni wynosi zero. Jesli nie ma poslizgu, to tarcie jest tar-
ciem statycznym, a jak wiemy sita tarcia statycznego nie jest okreslona jednoznacznie przez site
nacisku i wspotczynnik tarcia — ich iloczyn wyznacza tylko maksymalng mozliwa site tarcia.
Czy mozna okresli¢ ruch, skoro dziata na ciato sita o nieustalonej wartosci? Mozna, jesli posia-
damy dodatkowe wiadomosci o ruchu. W naszym przypadku bedzie to warunek kinematyczny
moéwiacy, ze gdy T' < fN, wtedy predkosé poslizgu réwna v-wR = 0. Warunek toczenia bez po-
slizgu nie tylko pozwoli wyznaczy¢ ruch, ale i site tarcia potrzebng do tego, by ruch rzeczywiscie
spekliat ten warunek.

Wyobrazmy sobie teraz, ze powtarzamy puszczanie kulki po rowni zwigkszajac stale kat na-
chylenia. Przekonamy sie, ze ze wzrostem kata nachylenia bedzie tez rosta wartosé¢ sity tarcia
statycznego T' niezbedna do zapewnienia staczania bez poslizgu. Dla pewnego kata osiagniemy

XXVII OF, st. III — zad. T2: Opis ruchu kulki z wwzglednieniem tarcia posuwistego i potoczystego; XXX OF,
st. I — zad. T4: Analiza ruchu z réwni kulki z tarciem tocznym; XXXI OF; st. wstepny — zad. D1: Wyznaczanie
wspotczynnika statycznego tarcia potoczystego stali o szkio; LXV OF, st. II — zad. D: Wyznaczanie wspdtczynnika
tarcia tocznego kulki stalowej o gume oraz momentu bezwladnosci kulki.
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takg wartos¢ sity T, ktora réwna jest fN. Przy dalszym zwiekszaniu kata « sita tarcia statycz-
nego 1" nie moze juz rosnaé, gdyz osiagneta swa wartos¢ maksymalna. Musi wystapi¢ poslizg
i nie bedziemy mogli korzysta¢ z réwnania v = wR, a jedynie z nieréwnosci v-wR > 0 wyznacza-
jacej kierunek sity tarcia ,pod goére”, a wiec hamujacej ruch. Znéw powstaje problem, bo gubimy
jedno réwnanie. Ale natychmiast zyskujemy drugie! Skoro kulka toczy sie z poslizgiem, to sita
tarcia kinetycznego jest wyznaczona przez nacisk: T' = fN, a wigc znéw bedziemy mieli ilog¢
rownan wystarczajaca do wyznaczenia ruchu. Po tej wyczerpujacej analizie mozemy przystapic
do obliczen.

mgsina

—~

Rys. 1. Zaznaczono sily dziatajace na kulke znajdujaca sie na réwni pochylej. Dwie
sity przylozone w srodku kulki: ciezar kulki o wartosci mg i site sprezystosci réwni
prostopadla do niej, skierowana ku gérze o wartosci mgcos« (tj. sile reakcji na
site nacisku kulki na podloze o wartosci N = mg cos a, nie zaznaczonej na rys.).
Wypadkowa tych dwdch sit jest sita zsuwajaca réwnoleglya do réwni skierowang w
dot réwni o wartoéci mgsin .. Trzecig sita dzialajaca na kulke jest sila tarcia po-
suwistego T przylozona w punkcie stycznoéci kulki z podtozem réwni i skierowana
wzdtuz réwni ku goérze

1. Toczenie bez poslizgu

Prawo dynamiki dla ruchu postepowego:
ma =mgsina — T (1)

Prawo dynamiki dla ruchu obrotowego:

Ie =TR. (2)
Brak poslizgu:
v=wR = a=¢R (3)
Nieréwnos¢ tarcia statycznego:
T < fmgcosa. (4)

Z réownan (1), (2) i (3) mozemy wyznaczy¢ trzy wielkosci: s, T'i e. W tym celu z réwnan
(2) 1 (3) znajdujemy najpierw zwiazek
Ia

=T (5)
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ktory wstawiamy do (1), otrzymujac

I
ma:mgsina—%. (6)
Stad
i 1
a = mg s1n]oz = 7 gsin a, (7)
a po wstawieniu rozwigzania do (5) mamy:
T g )
=— ina.
—mamgsina
1+ 7

Przekonujemy sig, ze istotnie T' ro$nie wraz z katem a. Tarcie maksymalne zostaje osiagnicte
dla kata agspetniajacego rownanie:

1

Troax = HTRz = fmg cos ay. 9)
1
Stad
R2
tga0:f<1+mI ) (10)
Rozwigzanie dane wzorem (7) obowiazuje wiec dla katéw « spelniajacych warunek
R2
a < arctg [f <1+m] )1 (11)

Dla tych wartosci katéw mozemy bez ktopotu obliczy¢ w elementarny sposob koncowsa predkosé
kulki. Poniewaz dlugo$é réwni wynosi h/ sin o, a przyspieszenie dane jest wzorem (7). Ze wzoru

’U2

— = sa,

2

stusznego ogodlnie w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej, dostajemy:

h ' 2gh
v? =2 IEnE J dla a < ap. (12)
sin o I I
1+ 1+
mR? mR?

Zauwazmy, ze w przypadku toczenia bez poslizgu predkos¢ punktu, do ktoérego przytozona jest
sita tarcia, wynosi zero — sita tarcia nie wykonuje zatem pracy i do wyznaczenia predkosci kon-
cowej mogliby$my skorzysta¢ z zasady zachowania energii mechanicznej. Uwzglednienie energii
ruchu obrotowego prowadzi wtasnie do charakterystycznego czynnika (1 + I/mR?) we wzorze
(12), ktory poza tym jest podobny do wzoru dla spadku swobodnego v? = 2gh.

Warto tutaj dodatkowo podkresli¢, ze do staczania sie bez poslizgu konieczne jest wystepo-
wanie sily tarcia. Spotykany czasami zwrot ,kulka stacza sie bez tarcia i bez poslizgu”, jest
oczywistym btedem $wiadczacym o niezrozumieniu procesu staczania si¢. Podczas staczania si¢
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bez poslizgu sita tarcia statycznego nie wykonuje pracy.

2. Toczenie z poslizgiem

Réwnania (1) i (2) nie ulegaja oczywiscie zmianie. Zamiast réwnania (3) i nieréwnosci (4) mamy
w tym przypadku:

v=wR >0 (13)
T = fmgcosa. (14)

Podstawiajac teraz znang site T' ze wzoru (13) do réwnan (1) i (2) dostajemy natychmiast:

a = gsina — fgcosa (15)
6:fmgljcosa, (16)

a wiec zarowno ruch postepowy, jak i obrotowy sa, jak w przypadku toczenia bez poslizgu,
jednostajnie przyspieszone. Mozemy wyznaczy¢ predkosci — liniowg i katowa — dla dowolnego
czasu t:

v="1(gsina — fgcosa) (17)
fmgR cos a
w=t—-

: (18)

Wstawiajac znalezione rozwiazania do nieréwnosci (13) dostajemy (po skroceniu przez t i g):

R
sina — fcosa > WR (19)
lub po uproszczeniu
R2
tga>f<1+m] ) (20)

Oczekiwali$émy na podstawie dyskusji jakosciowej, ze warunek na toczenie z poslizgiem bedzie
przeciwny do warunku na toczenie bez poslizgu, ale nie zaszkodzito sie o tym przekonac¢. Oblicze-
nie predkosci koncowej nie nastreczy takze teraz zadnych ktopotéw, skoro znamy przyspieszenie
i przebyta odleglos¢:

5 2gh

v = .g (sina — feosa) =2gh(l — fetga) dlaa > ap. (21)
sin a

Ze wzoréw (11), (12), (20) oraz (21), po podstawieniul = (2/5)mR?, otrzymujemy:

10 7
vk = \/7911 dla o < arctg §f, (22)

v = \/29]1(1 — fctga) dla o > arctg ;f. (23)

Jak widac¢ z powyzszych wzorow, koncowa predkos¢ kulki u podstawy rowni zalezy od f jedynie
dla katéw nachylenia a wystarczajaco duzych, mianowicie dla takich, dla ktérych wystepuje
poslizg. Musimy wiec nie tylko wykona¢ pomiar predkosci koncowej vy kulki, ale réwniez znalezé
sposOb na upewnienie sie, ze ruch istotnie byt z poslizgiem. Upewni¢ sie o tym mozemy jedynie
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badajac ruch kulki przy réznych nachyleniach réwni. Wzory (22) i (23) mozna przeksztalcié
w nastepujacych postaci:

1— —Uﬁ tga= -t dlaa < arctg = f (24)
(0% (0% a arc
1— —Ul% tga = f dlaa < arctg — f (25)
(0% a arc .
2gh 2

Sporzadzajac wykres funkcji

Fla) = (1 - ﬁ) tg a (26)

w zaleznosci od tangensa kata o powinnismy dosta¢ przebieg taki jak na rysunku 2.

Majac taki wykres odczytujemy bezposrednio warto$é¢ f, jako rzedng poziomego odcinka wy-
kresu. Czesé wykresu dla o < arc tg[(7/2) f] nie ma wpltywu na wyznaczenie wartosci wspotezyn-
nika tarcia. Wystapienie zalamania wykresu upewni nas jedynie, ze mierzac wartosci funkcjiF’(«)
na prawo od zalamania mierzymy istotnie to, co powinnismy.

/
F(a) // y=—X
///
s
e
s
s
s
e
0 I ——
0 tga
Rys. 2

Czes$é doswiadczalna

Rysunek 2 przedstawia, jak nalezy ustawi¢ przyrzady, by méc zmierzyé¢ wielko$é F'(«).
Wielkosciami, ktére mierzymy bezposrednio, sa h, s, H oraz d, nalezy wiec wyrazié¢ F'(«) przez

te wielkosci.

Dla danego rzutu ukosnego mamy:

d = vyt cos (27)
1
H = utsina + §gt2 (28)
co po eliminacji czasu spadania t daje zwigzek:
1 d?
H=dt g 29
ga+2‘qv§cos2a (29)
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z ktorego wyznaczymy vi/2g

v d?

= = (30)

29  4(H —dtga)cos? a

o
£
4 T R
V,
o
.
T A \ U
N
\ Arkusze papieru
\ przelozone kalka
a 1
Rys. 3. (rys. na podstawie: A. Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXI i XXII. WSiP,
Warszawa 1975).
Korzystajac z oczywistego zwiazku h = s - sina pozostawiajac (9) do (5) dostajemy:
d2
Fla) =tga— 31
(a) =te 4s(H cos a — dsin ) cos? o’ (31)
gdzie sina = h/s.
Dla obliczen przydatna jest nastepujaca postac:
d/s

/ (32)

Fla) =tga —
() =tga 4(H/d —tg ) cos® «
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Same pomiary powinny wyglada¢ nastepujaco:

Ol W=

N

10.

Mierzymy s i H, ktoére sg ustalone dla catego doswiadczenia.

Na podtodze ktadziemy co najmniej dwa arkusze papieru przetozone kalka maszynows.
Zaznaczamy na papierze (przez docisniecie) punkt, do ktérego dotyka ciezarek pionu.
Ustalamy nachylenie rowni i mierzymy doktadnie wysokos¢ h.

Puszczamy z wierzchotka rowni lekko nattuszczong kulke. Kulka uderzajac w papier odcisnie
slad w miejscu uderzenia.

Nie zmieniajac zadnych parametrow, puszczamy kulke kilka lub kilkanascie razy.
Zwiekszamy nachylenie rowni i znow doktadnie mierzymy h.

Ponownie puszczamy kulke i sprawdzamy, czy slad jest dostatecznie oddalony od poprzednich,
tak bysmy nie mieli watpliwosci, ktéremu kolejnemu pomiarowi odpowiadaja slady na papierze
(dla wiekszej pewnosci mozemy ewentualnie przesunaé papier réwnolegle

w bok).

. Wykonujemy jednakowsq liczbe doswiadczen dla kazdej wysokosci h, zmieniajac od czasu do

czasu arkusze papieru, i zaznaczamy przy kazdej grupie sladéw, jej wysokosci h one odpowia-
daja.
Przystepujemy do opracowania wynikow.

Slady kul na papierze odpowiadajace spuszczeniu kuli z ustalonej wysokosci h wykazuja

pewien rozrzut. Rysujemy na papierze prosta dzielaca dany zbiér punktéw na dwie liczebnie
rowne grupy i mierzymy odlegtos¢ tej prostej od punktu wyznaczonego przez pion — odpowiada
to obliczeniu $redniej wartosci d. Uzyskane warto$ci wykorzystujemy do sporzadzenia tabeli
wynikow.

Jako przyktad, przytaczamy wyniki otrzymane na typowym zestawie, jaki mieli do dyspozycji

uczniowie, dla

s=87,0cm H =78,0cm.
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Tabela 1. Wyniki pomiaréw i wyniki obliczen dla doswiadczenia

Nr h, cm d, cm sin o Q CoS (v tg a F, N
1 12,0 48,0 0,138 7°55 0,990 0,139 0,043
2 15,5 53,2 0,177 10°10° 0,982 0,179 0,055
3 19,0 57,1 0,217 12°36’ 0,974 0,224 0,068
4 23,5 61,4 0,270 15°40° 0,963 0,28 0,081
5 27,0 63,1 0,312 18°05’ 0,945 0,325 0,095
6 33,0 64,9 0,380 22°20r 0,920 0,410 0,114
7 37,5 65,3 0,430 2520 0,905 0,470 0,119
8 40,0 65,9 0,460 27°20 0,888 0,515 0,106
9 45,5 64,6 0,520 31°30° 0,852 0,610 0,112
10 51,0 61,5 0,585 35°507 0,810 0,720 0,113

Odczytujac z odpowiednich kolumn wartosci tg v i F, sporzadzamy wykres funkeji F',w zalez-

nosci od tg . Wykres ten przedstawia rysunek 4.
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krzywa teoretyczna

dopasowana krzywa doswiadczalna
®  punkty pomiarowe

n,//‘\y

|

|
0,14 + Ly,

|

|

|

e y=0113=7f

—t——t—+—+—++—+—+—+—}—+—+—++—

0 01 02 03 04 05 06 07 te a

Rys. 4. F(a) opisane jest réwnaniem (32)

Wida¢ wyraznie, ze pierwsze 5 punktéw uktada sie bardzo blisko krzywej teoretycznej odpo-
wiadajacej staczaniu bez poslizgu. Dokladniej, dla tej czesci wykresu y = 1,03 - ?iL' Niepewno$¢

pomiarowa wspotezynnika kierunkowego w stosunku do wartoscei teoretycznej 2/7 wynosi za-
ledwie 3 %. Przekonuje nas to o niewielkim wplywie oporéw powietrza i o stosunkowo duzej
doktadnosci pomiaru. Dlatego tez rozsadne bedzie przyjaé¢ dla wzglednej niepewnosci pomiaro-
wej wspétezynnika tarcia réwniez 3 %. Ostatecznie wspotezynnik tarcia nattuszezonej stali

o szkto zmierzony w tym do$wiadczeniu, wynosi:

f=20,113 40,003, (33)
a kat graniczny, powyzej ktorego wystepuje poslizg,
Qg = 21°. (34)

Na zakonczenie zwro¢my uwage, ze dobra zgodnos$é otrzymanych wynikéw z modelem teore-
tycznym opartym na zalozeniu, ze wystepuje tylko jeden wspoétczynnik tarcia, wskazuje,
iz roznica miedzy statycznym a kinetycznym wspotezynnikiem tarcia nattuszczonej stali o szkto
jest niezauwazalnie mata.

22-2-D, www.KGOF.edu.pl 10/10



