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XXII OLIMPIADA FIZYCZNA

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA
CZESC TEORETYCZNA

Nazwa zadania Ksztalt soczewki pozbawionej aberracji sferycznej

Rok 1972/1973
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1975;
Waldemar Gorzkowski: Zbior zadan z olimpiad fizycznych. WSiP, War-
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Wtodzimierz Ungier, Mirostaw Hamera: Wybrane zadania z 43 olimpiad
fizycznych, MAGIPPA, Warszawa 1994
T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Zadanie T3 - XXII OF, III stopien.

Wyznacz ksztalt powierzchni soczewki ptasko-wypuktej, ktora ogniskuje réwnolegta wiazke pro-
mieni bez aberracji sferycznej. Przyjmujemy, ze $wiatto pada prostopadle od strony powierzchni

plaskiej.

Oblicz grubosé tej soczewki w $rodku, przyjmujac nastepujace dane liczbowe: promien soczewki
r =5 cm, odlegtosé ogniskowa od ptaskiej powierzchni soczewki f = 12 cm, wspotezynnik zata-

mania szkta n =1, 5.

Wskazowka: Zadanie to znacznie tatwiej rozwiaza¢ analizujac proces ogniskowania z falowego

punktu widzenia.
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Rozwigzanie zadania T3 - XXII OF, III stopien.

Narysujmy ksztatt powierzchni falowych dla fali poczatkowo ptaskiej, ktéra wnika do soczewki i
po wyjsciu zbiega sie $cisle do jednego punktu — ogniska (Rysunek 1). Zaznaczamy na rysunku te
powierzchnie falowe, na ktérych amplituda fali ma w danej chwili warto$¢ maksymalna (grzbiet
fali). Oznacza to oczywiscie, ze odlegltosci kolejnych takich czét fali sg réwne dlugosci fali.

Rysunek 1:

Zalozenie, ze wszystkie promienie, tj. proste prostopadle do powierzchni falowych, zbiegaja sie
w jednym punkcie oznacza, ze czota fal po prawej stronie soczewki sa wspotsrodkowymi sferami.
Jasne jest, ze wewnatrz soczewki, tj., po przejsciu fali przez powierzchnie ptaska, czota fal nadal
sg plaszczyznami roéwnolegtymi do pierwotnego czota fali, jednakze odlegto$é miedzy nimi, réwna
dtugosci fali w osrodku, jest tam mniejsza niz w prézni i wynosi A/n (A — dtugosé fali w prozni).
Patrzac na rysunek widzimy, ze z samej istoty procesu falowego, liczba grzbietéow fal zawarta
miedzy ogniskiem, a ptaska powierzchnia soczewki jest okreslona stalg liczba. Liczac grzbiety
fal musimy dosta¢ wynik niezalezny od drogi, wzdtuz ktérej to robimy. Policzymy te grzbiety
idac wzdtuz trzech drég: OF, MNF i KF' i otrzymane wyniki przyréwnajmy do siebie. Nim
przystapimy do liczenia, wprowadzimy jeszcze uktad wspotrzednych, zaznaczony na rysunku, i
przyjmijmy, ze punkt ma wspétrzedne (z, y). Poszukiwana grubosé soczewki oznaczymy przez d.
1. Ilog¢ grzbietéw wzdhuz odcinka OF':
d f—d
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2. llos¢ grzbietow wzdtuz tamanej M N F':

2 — )2
Aan + - i\f | ' (2)

3. Tlos¢ grzbietéw wzdtuz odcinka K F':

Wszystkie te liczby sa sobie réwne. Przyréwnujac do siebie wyniki (1) i (3) dostajemy:

nd f—d P+ [?
BN U W 4)

Jak widzimy, mozemy powyzsze rownanie upros$ci¢ mnozac stronami przez A. Dtugos¢ fali wypada
wiec catkowicie z réwnania (4), jak by¢ powinno, gdyz wspoétezynnik zatlamania jest réwny 1,5
i nie zalezy od A. Z réwnania (4) dostajemy natychmiast grubos$é soczewki wyrazona przez
wielkosci dane w tresci zadania

VTP

n—1

d = = 2 cm. (5)

W celu znalezienia réwnania opisujacego ksztatt soczewki przyrownujemy do siebie liczby grzbie-
téw fal policzone na drogach (2) i (3):

ny + 22+ (f —y)? = /r2 + f2 (6)

Jest to wtasciwie koniec rozwigzania, gdyz w ogdlnym przypadku, méwiac ,ksztalt” rozumiemy
przez to réwnanie odpowiedniej krzywej (czy powierzchni) w okreslonym uktadzie wspétrzed-
nych. W naszym przypadku krzywa opisana réwnaniem (6) (bedaca przekrojem ptaskim obroto-
wej powierzchni soczewki jest znang dobrze krzywa z rodziny stozkowych, dlatego celowym jest
takie przeksztalcenie réwnania (6), by fakt ten byl wyraznie widoczny.

Usuwajac z réwnania (6) niewymiernosé, dostajemy po elementarnych przeksztalceniach naste-
pujace roOwnanie:

2

n?—1

ktore, jak wiemy z lekcji matematyki, przedstawia hiperbole. Oczywiscie, wskutek podnoszenia
réwnania (6) do kwadratu dostalismy réwnanie (7) opisujace obie gatezie hiperboli, podczas gdy
réwnanie pierwotne (6) opisywalo tylko jedna z nich. A zatem soczewka ptasko-wypukta, sku-
piajaca bez aberracji sferycznej rownolegty wiazke promieni, musi mieé¢ ksztaltt czaszy odcietej
z jednej powtoki dwupotéwkowej hiperboloidy obrotowej.

7 przedstawionego rozwiazania wynika, ze poréwnywanie ze soba liczby grzbietéw fal obliczo-
nych az na trzech réznych drogach byto zbedne. Wystarczyto to zrobi¢ dla drogi MNF i KF,
gdyz to wystarczytoby do znalezienia réwnania soczewki (7), z ktérego tatwo wyznaczy¢ d beda-
ce wspotrzedna y punktu, dla ktérego x = 0. Jednakze wybrany sposéb postepowania pozwolit
obliczy¢ nam wartos¢ d niemal w pamieci. Wspomnijmy jeszcze o innych sposobach rozwiazywa-
nia tego zadania i pewnym charakterystycznym btedzie popelnianym przez znakomitg wiekszosé
finalistow.

Ot6z przedstawiony tutaj sposob rozwiazania, do ktérego jednoznacznie sktaniata podana w
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tekscie wskazowka, wybrato zaledwie dwoch zawodnikow. Dwoch czy trzech innych prébowato
utozy¢ i rozwigzaé réwnanie rozniczkowe krzywej wykreslajacej ksztatt soczewki, wyprowadzone
z prawa Snelliusa - wszyscy pozostali natomiast powotywali sie na zasade Fermata. Niestety,
znow tylko dwoch z nich przeprowadzito rozumowanie wigzace zasade Fermata, w jej dostownym
brzmieniu, z problemem wyznaczenia ksztaltu soczewki.

Rozumowanie to jest nastepujace:

Zasada Fermata mowi, ze promien swiatta biegnie od punktu A do punktu B wzdtuz jakiej$
drogi wtedy i tylko wtedy, gdy czas na to potrzebny jest ekstremalny w poréwnaniu z czasem
przebiegu po wszystkich innych sasiednich drogach taczacych ze sobg punkty A i B. Okreslenie
- ekstremalny w sformutowaniu zasady Fermata nie musi odnosi¢ sie¢ do minimum - jak to czesto
wigkszos¢ uczniéow przypuszcza ani tez niekoniecznie musi oznacza¢ maksimum. Jesli zastanowi¢
sie nad fizycznym pochodzeniem zasady Fermata, to okazuje sie, ze istotne jest, by fale idace
wzdtuz sasiednich drég interferowalty ze soba, a wiec przychodzity niemal w tych samych fazach.
Wprawdzie zagadnienie ekstremum w ogélnym sformutowaniu zasady Fermata dotyczy wielkosci
(czasu przelotu) zaleznej od wiecej niz jednej zmiennej - jest to typowe zagadnienie tzw. rachunku
wariacyjnego - ale istote problemu mozna zrozumie¢ wyobrazajac sobie, ze wszystkie ,sasiednie”
drogi, ktére rozwazamy, sg okreslone przez jeden parametr. Wtedy i czas przelotu jest funkcjg
tego parametru, a problem ekstremum sprowadza sie do badania funkcji jednej zmiennej (czasu
przelotu w funkcji parametru charakteryzujacego rozwazane drogi promienia). Przyjmijmy wiec,
ze tak wtlasnie jest, i zastandéwmy sie, kiedy fazy fali Swietlnej idacej wzdtuz réwnych, ale bli-
skich sobie drég scharakteryzowanych parametrem -nazwijmy go x - sa sobie rowne. Bedzie tak
oczywiscie wtedy, gdy czasy przelotu (czyli iloé¢ drgan fali) po sasiednich drogach beda prawie
rowne.

Przypatrzmy sie zmianom wartosci czasu przelotu odpowiadajacym ustalonej zmianie o £¢ para-
metru x, w otoczeniu réznych punktéw na krzywej, bedacej wykresem czasu przelotu promienia
w funkcji parametru = dla jakiej$ hipotetycznej sytuacji fizycznej (Rysunek 2). Wszystkie dro-
gi scharakteryzowane symbolicznie parametrem x lacza ze sobg ustalone dwa punkty A i B
widzimy, ze zmiany czasu przelotu, przy ustalonej niewielkiej zmianie parametru charakteryzu-
jacego hipotetyczne drogi promieni swietlnych sg niestychanie mate w otoczeniu tych punktow
(9, x3, 5, x6), w ktorych znika pochodna czasu przelotu po parametrze x. Znikanie pochod-
nej jest istotnie charakterystyczna cechg minimum oraz maksimum funkcji, ale pochodna znika
réwniez w tzw. punktach siodtowych (z3) oraz we wszystkich odcinkach, gdzie funkcja jest stala.
To jest doktadne znaczenie stowa ekstremalny uzytego w sformutowaniu zasady Fermata.
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Rysunek 2:
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Podsumowujac nasza dyskusje hipotetycznej sytuacji fizycznej, powiemy, ze sposrod wszystkich
mozliwych do wyobrazenia przebiegdow promieni od jednego ustalonego punktu A do drugiego,
ustalonego punktu B, rzeczywiscie zrealizowane moga by¢ tylko przebiegi scharakteryzowane pa-
rametrami xo, 3, x5, oraz nieskonczenie wiele drég odpowiadajacych parametrowi x zawartemu
w odcinku (a, b). Cho¢bysmy nie wiem jak sie starali, promien $wiatta nie pobiegnie wzdtuz drogi
scharakteryzowanej parametrem na przyktad z;.

Co to wszystko ma wspoélnego z nasza soczewka? Otéz ma, i to bardzo wiele. Przede wszyst-
kim wyobrazmy sobie, ze nasza wigzka promieni padajacych na soczewke wychodzi z bardzo
odlegtego (w granicy nieskoniczenie odlegltego) punktu, ktéry utozsamimy z punktem A wyste-
pujacym w zasadzie Fermata. Punktem B jest oczywiscie ognisko soczewki. Poniewaz w o$rodku
jednorodnym promienie i tak musza biec po prostych (sa to jedyne krzywe ekstremalne), wiec
wystarczy ograniczy¢ sie do toréw tamanych, zatamujacych sie na zakrzywionej powierzchni
soczewki. Ograniczajac sie dalej do przekroju soczewki jedna z jej ptaszczyzn symetrii, sprowa-
dzamy badanie zaleznosci czasu przelotu od drogi promienia do badania zaleznosci tego czasu
od parametru x. Hipotetyczna sytuacja rozpatrzona przed chwila moze czasami by¢ sytuacja
realng! Nawet parametr z jest tym samym parametrem ktory wystepuje na Rysunku 1. Teraz
nastepuje kulminacyjny punkt rozumowania. Soczewka skupiajaca bez aberracji jest, z definicji,
takim wyjatkowym uktadem, dla ktorego nieskonczenie wiele sasiadujacych przebiegdéw, wypet-
niajacych skonczony wielocentymetrowy obszar i zarazem taczacych dwa ustalone punkty A i
B musza by¢ jednoczesnie przebiegami ekstremalnymi (w sensie przed chwila wyjasnionym).
Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy pochodna czasu przebiegu po parametrze = znika, nie
w jednym punkcie, ale dla wszystkich punktéw soczewki! A to wlasnie oznacza, ze réwnanie
powierzchni soczewki uzyskamy zadajac, by czas przebiegu po wszystkich tamanych byt staty.
Latwo sprawdzié, ze 6w warunek jest doktadnie réwnowazny réwnaniu (6), do ktérego doszlismy
w sposOb znacznie prostszy. Na tym przyktadzie szczegdlnym uwidacznia sie ogdlniejszy zwiazek
praw optyki geometrycznej (zasady Fermata) z prawami ruchu falowego. Zapoznawszy sie gle-
biej z problemem powiedzcie teraz sami, czy mozna wysoko oceni¢ takie ,uzasadnienie’ metody
spotykane w 90% prac zawodnikow.

,Poniewaz zasada Fermata méwi, ze czas przebiegu promienia jest najkrotszy, wiec przyréwnu-
jemy do siebie czasy przelotu po réznych drogach”. Czy to nie nazbyt karkotomny przeskok?
Jesli sie nie rozumie dobrze jakiego$ pojecia fizycznego, szczegodlnie takiego, ktére nie jest oma-
wiane w programie szkolnym, a jedynie ma sie o tym prawie mgliste wyobrazenia, to naprawde
lepiej nie opieraé¢ sie na tych niepewnych wiadomosciach, lecz przeczytac jeszcze raz tresé¢ zada-
nia, a przede wszystkim ewentualng wskazoéwke i zrobi¢ zadanie w sposob elementarny, ktory w
zadaniach olimpijskich nie tylko zawsze istnieje, ale z reguly jest najprostszy. Goraco polecam
przysztym uczestnikom olimpiad fizycznych, ktérzy stanowia zapewne wiekszosé czytelnikow tej
ksiazki, wzia¢ sobie glteboko do serca powyzsza rade.

Na zakonczenie pokazemy jeszcze, jak zadanie to mozna rozwiazaé korzystajac jedynie z pra-
wa Snelliusa. Sporzadzamy w tym celu wyrazny rysunek (Rysunek 3), zaznaczajac na nim kat
padania i kat zalamania promienia oraz pewne oczywiste fakty geometryczne.
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Rysunek 3:

7 twierdzenia sinuséw zastosowanego do trojkata ABF mamy:

Vi 4+ (f —y)? =yt wctga ®)

sina ~ sin(180° — 3)

Wiadomo z lekcji matematyki, ze tangens kata nachylenia stycznej do wykresu funkcji (ktéry na
naszym rysunku wynosi 90° + «) réwna sie pochodnej funkcji w punkcie stycznosei:

d
tg(90° + o) = di = —ctga. 9)

Zastepujac w proporcji (3) ctga przez pochodna dostajemy nastepujacy, czysto geometryczny
zwiazek:

xfTZ —(f—v) B _sinﬁ (10)

22+ (f —y)? sina’

wyrazajacy fakt, ze kazdy promien $wiatta rownolegtej wigzki po zatamaniu pod katem [ w
punkcie B przechodzi przez ustalone ognisko F'. Korzystajac teraz z prawa Snelliusa méwiacego,
ze stosunek sinusa kata ( do sinusa kata o réwna sie wspétczynnikowi zatamania, dostajemy
roOwnanie wigzace wspotrzedne z, y i pochodna ’;% funkeji x = x(y) opisujacej ksztalt soczewki:

vg —(f —y)
2?2+ (f —y)?

Pamietajac, ze zmienna niezalezna jest y, nietrudno zauwazy¢, ze lewa strona powyzszego réw-
nania réwna jest pochodnej po y z wyrazenia \/ [z(y)]2 + (f — y)?. Pozwala to przepisa¢ réwnanie

= —n. (11)
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(11) w postaci:

o (VEWE+ (= 07) = —n. (12

Skoro wiemy, ze pochodna po y funkcji \/[x(y)P + (f — y)? réwna sie stalej liczbie —n, to mozemy
napisa¢ najogoélniejszg postaé tej funkcji:

2+ (f —y)? = —ny +C, (13)

gdzie C' jest dowolng stalg. Stalg te wyznaczymy z zadania, by krzywa opisujaca ksztatt soczewki
przechodzita przez punkt o wspétrzednych z = r, y = 0. Daje to nam roéwnanie

Jrep=c (14)

Podstawiajac warto$é¢ C' ze wzoru (14) do réwnania krzywej, dostajemy ostatecznie

ST U =9 = —ny+ T P (15)

co jest identyczne z réwnaniem (6). Jak widzimy, powyzszy sposob rozwiazania jest réwniez
znacznie trudniejszy od sposobu sugerowanego przez wskazowke umieszczona w tresci zadania.
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