XXIII OLIMPIADA FIZYCZNA
(1973/1974)
ZAWODY WSTEPNE

(RN

Zadanie doswiadczalne — D

Nazwa — Wyznaczanie czestotliwosci drgan powierzchni wody w prostopadtosciennym

naczyniu

Zrodia — Komitet Gléwny Olimpiady Fizyczne
— Olimpiady Fizyczne XXIII i XXIV, WSiP, Warszawa 1977
— Waldemar Gorzkowski: Olimpiady fizyczne XXIIT « XXIV. WSiP, Warszawa 1977
— T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Masz do dyspozycji:
e Prostopadloscienne naczynie szklane lub drewniane o dtugosci scianki bocznej L ~ 1m,

e wode do napelnienia naczynia do wysokosci h < L,

e stoper.

Wpraw wode w naczyniu w drganie, np. uderzajac w Scianke prostopadta do Scianki o dtugosci
L. Po wygasnieciu drgan o wyzszych czestosciach pozostang tylko drgania, podczas ktorych
powierzchnia wody waha si¢ pozostajac niemal ptaska.

Wyznacz czestotliwo$¢ tych drgan f w zaleznosci od wysokosci stupa wody h oraz diugosci
Scianki L. Metoda préb postaraj sie do otrzymanych wynikéw dopasowaé¢ mozliwie prosty wzor
algebraiczny.
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Rozwigzanie zadania D — XXIII, stopien wstepny

Czesé teoretyczna

Zastanowmy sie, jak mozna by wyprowadzi¢ wzor teoretyczny na f. Ze wzgledu na zlozonosé
zagadnienia i zwiazane z tym trudnosci nie tylko matematyczne, Sciste obliczenia odpadaja. Taki
wzOr mozemy jednak wyprowadzi¢ korzystajac z analizy wymiarowej, tj. ze zbadania zgodnosci
jednostek miedzy f z jednej strony a jednostkami parametréw od ktoérych zalezy f z drugiej
strony. Jednak nalezy przyjac, ze zaleznos¢ f od parametréw jest w postaci iloczynu parametrow
podniesionych do pewnych wyktadnikéw bedacych liczbami wymiernymi.

Zastanowmy sie, od czego czestotliwo$¢ drgan f moze zaleze¢. 7 tekstu zadania wynika, ze
z parametrow uktadu w gre mogg wchodzi¢ L i h. Jednak z samych tych wielko$ci nie mozna
utworzy¢ wielkosci z jednostka (o wymiarze) s™!. Trzeba wigc znalezé jeszcze jaki$ parametr,
ktory charakteryzowaltby badane zjawisko. Jednym z takich parametréw mogtaby by¢ gestosé
cieczy p. Latwo jednak sprawdzi¢, ze z L, h i p nie mozna otrzymaé¢ wielkosci z jednostka
s, gdyz w zadnej z tych trzech wielkodci nie ma sekundy w jednostce. Co wiecej dochodzi
ktopot z jednostksg masy wystepujacag w gestosci, ktorej z kolei nie wiadomo, jak mozna by sie
pozby¢, wiec p odrzucamy. Drgania zachodza pod wptywem sity cigzkosci, wobec tego jest dosé
prawdopodobne, ze we wzorze na f wystapi g. Zobaczmy wiec, czy z L, h i g mozna skonstruowaé
wielko$é z jednostky s™!. Zaleznoéé miedzy f i tymi parametrami przedstawiamy w postaci:

f=aLhtg, (1)

gdzie o — nieznany wspotczynnik liczbowy; a, b i ¢ — liczby wymierne, ktére chcemy wyznaczy¢.
Réwnanie (1) dla jednostek ma postaé:

C
s'=m® m’. (m . 5_2) = m@tite. g% (2)

7 réwnania tego, tzw. rownanie jednostek miar, przez poréwnanie wyktadnikow przy tej samej
podstawie, tj. jednostce, mamy:

przy s: —1 = 2¢, stad c=1/2,

przy m: O=a+b+c czyli b=—a—1/2

Poniewaz mamy trzy parametry L, h i g i tym samym trzy niewiadome a, b i ¢ a tylko dwa
rownania dla jednostek ,s” i ,m”, wiec jeden wyktadnik jest nieokreslony. Niemniej otrzymujemy
istotna informacje dotyczaca zaleznosci (1), ktéra mozemy zapisaé¢ w postaci:

=)

Wzér (3) nadal przedstawia wiele réznych mozliwych zaleznosci czestotliwosei, jednak teraz
zawezonych do zaleznosci od v/ i ilorazu L/h z wyktadnikem a. Postaé (3) zalezy od wartodci
parametru a, ktoéra jest szczegdlnie prosta dla a a = —1, woéwczas:

r=avg- 2L ()

Majac dane doswiadczalne i przedstawiajac je na wykresie, gdzie na osi poziomej sg odktadane
wartosci \/ﬁ/ L a na osi pionowej warto$ci f, mozemy sie przekonaé czy uktadaja sie wzdtuz
prostej. Jesli tak — wowczas a = —1, natomiast ze wspotezynnika nachylenia tej prostej mozemy
oszacowaé wartos¢ wspotezynnika liczbowego a. Na podstawie samej analizy wymiarowej nie jest
mozliwe wyznaczy¢ bezwymiarowego wspotczynnika « i, w tym przypadku, wyktadnika
a i trzeba odwotac si¢ albo do doswiadczenia, albo wykonaé¢ odpowiednie obliczenia.
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Jedli chodzi o $ciste obliczenia, to sprawa wyglada beznadziejnie; ciecz bowiem nie porusza
sie jak ciato sztywne, kazdy punkt cieczy porusza sie z inna, trudnag do okreslenia predkoscia i
bez z koniecznosci do$¢ grubych przyblizen nie mozna si¢ obejs¢, a wzor otrzymany przy zbyt
grubych przyblizeniach nie bedzie miat wartosci wigkszej niz to, co otrzymuje sie za pomocy
analizy wymiarowej.

Zanim odwotamy sie do do$wiadczenia sprobujmy sobie jakos poradzi¢ taczac analize wymia-
rowa z naturalnymi wyobrazeniami dotyczacymi obserwowanego zjawiska.

WeZzmy pod uwage bardzo rozlegty (nieskoniczony) zbiornik z woda. Glebokosé wody niech
wynosi h. W rozpatrywanym zbiorniku moga w zasadzie rozchodzi¢ sie dwa rodzaje fal. Jeden
rodzaj to fale rozchodzace sie przy samej powierzchni zwigzane z napieciem powierzchniowym
(zmarszczki na powierzchni). Ten rodzaj fal nas nie interesuje, bo w zadaniu chodzi o ruch cieczy
zachodzacy w calej objetosci. Drugi zas rodzaj fal, to wlasnie fale nas interesujace, ktérym odpo-
wiada ruch czasteczek cieczy w catej objetosci zbiornika. Wyznaczmy, podobnie jak poprzednio
z analizy wymiarowej, predkos¢ tych fal. Latwo zauwazy¢, ze z wielkosci charakteryzujacych roz-
wazane teraz zjawisko wielko$¢ o wymiarze predkos$ci mozna utworzy¢ jedynie z h i g i to tylko

v =a'\/gh. (5)
Gdzie o to pewna stata bezwymiarowa.
A teraz wr6¢émy do naszego zadania. To co obserwujemy w naczyniu, to po prostu fala stojaca.
Dtugosé tej fali wynosi L. Dtugos$é odpowiedniej fali biegnacej wynosi wiec 2L, predko$é za$ jest
okreslona przez (5), zatem czestotliwo$é drgan powinna byé¢ réwna:

v _g’\/gh_o/h g

T=52=31 “ 21V

w jeden sposob:

(6)
Poréwnujac (6) z (3) mamy a = —1. Zatem

Vh
f ~ T (7)

Tak wiec otrzymaliémy pewna zaleznos$¢ i powinnismy ja sprawdzi¢ doswiadczalnie.

Zanim przejdziemy do krotkiego oméwienia strony doswiadczalnej zwroémy uwage, ze w na-
czyniu moze zachodzi¢ wiecej drgan. Drganie, o ktore chodzi w zadaniu, stanowi fale stojaca
o jednym wezle. Mozliwe sa réwniez fale stojace o liczbie weztow rownej 2, 3, 4 itd. Na rys. 1
pokazano fale stojace o jednym i dwoch weztach. Zauwazmy, ze dtugosé fali biegnacej odpowia-
dajacej fali stojacej o n weztach wynosi 2L/n. Zatem dla drgan o n weztach czestotliwosé f,

powinna wyrazaé sie wzorem
v a'n
= = h. 8
fo=- =50V (8)
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Rys. 1

Jezeli chodzi o wartos$¢ liczbowsg stalej o, to niestety nie mozna jej wyznaczyé w prosty
sposob. Korzystajac z metod stosowanych w mechanice osrodkow ciagtych przytaczamy wynik:
o/ = 1. Wigc ostatecznie wzor (8) ma postac:

fa=3pVoh 0

Rozwazaniom naszym mozna postawi¢ pewien zarzut. Ot6z przy wyprowadzaniu wzoru na
v milczaco przyjeliSmy, ze wielko$¢ ta nie zalezy od dhugosci fali A\. Nie da sie tego ukry¢. To
prawda. Czy jest to zatozenie stuszne? Jezeli tak, to wzor na f jest poprawny, jezeli za$ nie, to
trzeba by do$wiadczalnie sprawdzi¢, ktéry z nieskonczenie wielu przypadkow dla wyktadnika o
we wzorze (3) jest najlepiej spetniany, a to rzecz klopotliwa.

Sprobujmy stuszno$é wspomnianego zatozenia rozstrzygnaé. Jezeli v zalezatoby od h i A, to
zawsze mogliby$my przedstawic te wielko$¢ w postaci pewnej funkcji h i stosunku %, cO zapiszemy
jako: v = v(h, ). Zauwazmy jednak, ze jezeli h < A, to % ~ 0 i wowczas:

v=uv(h, %) ~v(h,0) =v(h) (10)
Tak wiec w przypadku fal o dtugosci A znacznie przekraczajacej gtebokosci zbiornika h wyprowa-
dzony przez nas wzér ze spokojem mozemy stosowac. Teraz juz wszystko jest w porzadku, tyle
tylko, ze wzoér na f mozna stosowac¢ jedynie wtedy, gdy h < L. Jezeli za$ chodzi o dodatkowo
wyprowadzony wzor (9) na f, to rzecz jasna mozna go stosowaé dla takich n, dla ktérych h < %

Podsumowujac rozwazania stwierdzamy, ze szukana czestotliwosé fali f powinna by¢ pro-
porcjonalna do pierwiastka kwadratowego z gltebokosci wody h i odwrotnie proporcjonalna do

dtugosci zbiornika L, co jest zapisane wzorem (7).
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Czesé doswiadczalna

Nalezy wykona¢ odpowiednie doswiadczenie. W tym celu mozna skorzystac z dtugiego akwarium.
Ze zmianami h nie ma problemu, jezeli zas chodzi o zmiany L, to dobrze jest zaopatrzy¢ si¢ w
dodatkowsq ptytke szklana o szerokosci nieco mniejszej niz szeroko$é¢ akwarium. Na plytke te
nalezy nalozy¢ dookota naktadke gumowa, np. z rozcietego wzdtuz weza gumowego. Zmiany L
osiaga si¢ wktadajac ptytke prostopadle w rézne miejsca akwarium. Drgania mozemy wzbudzaé
poprzez poruszenia plytki. Okres mierzymy za pomoca stopera, przy czym nalezy pamietac, ze
dla zwiekszenia doktadnosci pomiaru nalezy mierzy¢ okres nie jednego, lecz wielu drgan i brac
srednig.

Poniewaz interesuja nas drgania o niewielkiej amplitudzie, a takie czasami trudno obser-
wowac¢, wygodnie jest umiesci¢ w poblizu akwarium zaréweczke i obserwowa¢ drgania obrazu
witokna zaroweczki powstatego wskutek odbicia.

Majac wyniki pomiaréow f dla réznych wartosci L i h nalezy sporzadzi¢ wykres zaleznosci f
od \/ﬁ/ L. Przy redakcji tego zadania sporzadzono odpowiadajacy temu zagadnieniu wykres —
rys. 2. Wykres ten przedstawia prosta, przy czym rozrzut punktow doswiadczalnych jest dosé
matly.

FH . dopasowana prosta
) z .

e  punkty pomiarowe
0,8 1

0,6 T

Rys. 2
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Komentarz

Na marginesie tego zadania warto poruszy¢ pewien problem ogélny dotyczacy analizy wymiaro-
wej. Uwazny Czytelnik na pewno zwrdcit uwage, ze niektorych mianowanych wielkosci fizycznych
w ogole nie uwzgledniliSmy w naszych rozwazaniach, chociaz wydawatoby sie, ze moga one od-
grywaé¢ pewng role. Na przykltad nie uwzgledniliSmy lepkosci. Latwo zauwazy¢, ze z jednostki
lepkosci kg/(m - s), z jednostki gestosci kg/m?® oraz z jednostki dlugoéci m mozna utworzy¢
wielko$éé z jednostka s lub s7!. Czy wiec otrzymane przez nas wnioski sa btedne? Otéz sprawa
przedstawia si¢ tak, ze wlaczenie do rozwazan kazdej nowej wielkosci, ktora nie jest bezwymiaro-
wa, rownowazne jest powickszeniu zakresu zjawisk, ktore bierzemy pod uwage, o te, w ktorych ta
wielkos¢ odgrywa istotna role. Zilustrujemy to przyktadem. Wiadomo, ze lepkos¢ powoduje dy-
sypacje energii, a w konsekwencji ttumienie drgan. Jezeli wiec do rozwazan wtaczymy lepkosc, to
bedzie to zwigzane z uwzglednieniem w jakiej$ normie ttumienia. Tymczasem tlumienie nas nie
interesuje. Interesuje nas ruch okresowy, a wigc niettumiony. Wprawdzie ttumienie drgan wyz-
szych w poczatkowym okresie po wzbudzeniu jest wazne, ale ta faza eksperymentu ma dla nas
drugorzedny charakter. Przedmiotem naszych badan sa jedynie drgania praktycznie niettumio-
ne wystepujace po pewnym czasie od chwili wzbudzenia uktadu. Dlatego wtasnie odrzuciliémy
lepko$¢ z rozwazan. Wielko$¢ o wymiarze czasu otrzymana przy uwzglednieniu lepkos$ci moze
charakteryzowac czas zaniku drgan, ale nie moze charakteryzowac okresu drgan.

Z podobnych wzgledow nie ma w naszych rozwazaniach stalej gazowej R, bo nie interesuja nas
zmiany stanu; nie ma statej Plancka h, bo zjawiska o charakterze kwantowym nie odgrywaja tu
roli; nie ma predkosci swiatta ¢, bo drgania odbywaja sie z niewielkg predkoscig i uwzglednianie
efektéw relatywistycznych jest zbedne itp.; w rozwazaniach wystepuje natomiast przyspieszenie
ziemskie g, bo sita cigzkosci jest istotnym elementem badanego zjawiska.
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