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XXV OLIMPIADA FIZYCZNA (1975/1976) . Stopien 111, zadanie teoretyczne — T3.
Zrédlo: Komitet Glowny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Szymacha: Olimpiady Fizyczne XXV-XXVI, WSiP, Warszawa 1979.
Nazwa zadania:  Promien katowy tuku teczy
Dzialy: Optyka geometryczna

Stowa kluczowe: Wspotczynnik zatamania, widmo widzialne, dlugos$¢ fali, zjawisko teczy,
wysokos¢ katowa Stonca, prawo Snelliusa

Zadanie teoretyczne — T3, zawody teoretyczne III stopnia, XXV OF.

Nad rozlegla, pozioma réwnig rozpylono z samolotu ciekly, bezbarwny s$rodek
owadobojczy o wspolczynnikach zatamania dla skrajnych obszaréw widma widzialnego
rownych: n., = 1,460 (dla czerwieni) i n; = 1,470 (dla fioletu). Zanim kropelki cieczy opadly
na ziemi¢, nad ré6wning zaobserwowano tecz¢ zwigzang z wystepowaniem tych kropelek
w powietrzu. Wyznacz promien katowy czerwonego 1 fioletowego tuku teczy. Jakie
ograniczanie na wysoko$¢ katowa Stonca nad horyzontem wnika z faktu, ze tecze w ogole
zaobserwowano? Zaktadamy, ze Stonce jest punktowym, bardzo odlegtym od Ziemi zrédtem
Swiatla.

Wskazowka: Wykaz, ze dla roznych dlugosci fali ekstremalne warto$ci kata, pod jakim
promien opuszcza kropelke po jednokrotnym wewngtrznym odbiciu, s3 rézne. Wykaz, ze
maksimum nat¢zenia danej barwy odpowiada ekstremalnej wartoSci wspomnianego wyzej
kata. Efektow zwigzanych z wielokrotnymi odbiciami promieni w kropelkach nozna nie

rozpatrywac.

Rozwigzanie

Zjawisko teczy wiaze si¢ z rozszczepieniem $wiatta przy zatamaniu na kroplach cieczy
rozpylonej w powietrzu. Zacznijmy od zbadania zjawiska przechodzenia promienia $wiatta
przez przezroczysta kulke bez wewnetrznego odbicia.

Z rysunku 1 odczytujemy, ze kat odchylenia promienia ¢ = 2 (a — f). Interesuje nas
zalezno$¢ g(a), ktora mozemy uzyskaé po skorzystaniu z prawa zatamania

sin o= n sin f.
Ostatecznie

p=2a- 2arcsin[ St 0{) .
n
W celu zbadania przebiegu tej funkcji obliczymy jej pochodng

@_2_2;%5&_2(1_%}
da n . sin a Jn? —sin’ «

2
n

2(n* -1)

(n2 —l)+ cos’ @ +cosa++vn’ —sin’ «

(1)

2
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Rys. 1

Wida¢ wprost z postaci tej pochodnej, ze nie jest ona nigdy rdwna zeru i ze jest zawsze
dodatnia. Kat ¢ jest zatem monotonicznie rosngcg funkcja kata a. W tej sytuacji maksymalna
warto$é kata ¢ odpowiada najwigkszej mozliwej wartosci kata padania, tj. o =90
Ta maksymalna warto$¢ wynosi

@, =180 - Zarcsin[%) (3)

Wartos¢ ta zalezy od wspolczynnika zalamania, a wigc 1 od barwy $wiatta, i mogloby
si¢ wydawac, ze ten proces wiasnie jest odpowiedzialny za powstawanie teczy. Zauwazymy
jednak, ze natgzenie $wiatla ugietego pod katem bliskim @ szybko spada do zera.
Odpowiedzialne sg za to az dwa efekty. Po pierwsze przy katach padania bliskich 90" (a tym
wartosciom kata o odpowiada odchylenie o katy bliskie ¢,.x) bardzo mala ilos¢ energii
swiatla wnika do os$rodka optycznie gestszego, wiekszos¢ ulega odbiciu na powierzchni kuli.

Po wtoére, ze wzgledu na skonczong warto$¢ pochodne;j (C;il_z nawet dla & ~ 90°, skoficzonemu
przedzialowi kata dp odpowiada skonczona warto$¢ przedziatu kata da. Przy niemal
stycznym padaniu promienia ustalonemu niewielkiemu przedzialowi kata da odpowiada
bardzo mate pole powierzchni paska w plaszczyznie prostopadtej do promienia, a tym samym
do bardzo mata ilo§¢ energii (ilo§¢ ta dazy do 0, gdy a ~ 90").

Najlepiej wyjasnia to rysunek 2.
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A
/
rd
B
C
Rys. 2

Trzy wiazki 4, B 1 C odpowiadaja temu samemu przedzialowi da, lecz r6znymi a.
Wiazka A odpowiadajaca wartoéci a = 90 jest tak waska, Ze na naszym rysunku reprezentuje
ja jedna kreska!

Ostatecznie dochodzimy do wniosku, ze katy ¢ bliskie ¢, Sa nieinteresujace, bo pada
tam bardzo mato $wiatta.

Jezeli teraz ograniczymy si¢ do katow niezbyt bliskich @max, to zauwazymy, ze dla danej
wartosci ¢ 1 dla kazdej wartosci n z niewielkiego przedziatu (a wige dla kazdej barwy $wiatta)
istnieje takie a, ze zaobserwujemy promien ugiety pod tym wilasnie katem ¢. A zatem patrzac
w danym kierunku oko nasze begdzie rejestrowalo rownocze$nie swiatto o wszystkich
mozliwych barwach. W efekcie pod kazdym katem (a przynajmniej tam, gdzie pada
zauwazalna ilo§¢ $wiatla ugigtego) ujrzymy jasniejsze, badz ciemniejsze S$wiatto szare.
Zobaczymy po prostu o§wietlong mgle.

Zeby uzyskaé efekt teczy, musimy rozpatrzy¢ nastepny co do stopnia zloZonosci bieg
promieniowania wnikajacego 1 wychodzacego z kropli. Bedzie to promien, ktory ulegl
jednokrotnemu odbiciu od wewnetrznej strony powierzchni kuli (rys. 3).

Rys. 3

Oprac. PDFiA US, 2009 ~3/9 - www.dydaktyka.fizyka.szc.pl



250F 111 T3 KO OF Szczecin: www.of.szc.pl

Twierdzenie o kacie zewnetrznym zastosowanie do trojkata AOC daje
B a—ﬂ+%(180° ~p).

Czyli
p=180"+2a-4p5.

Korzystajac z prawa zatamania

. (sina
f = arcsin ,
n

dostajemy jawng zalezno$¢ ¢ od a:

0 =180 +2a—4arcsin[snllaj. 4)

Zalezno$¢ ta r6zni si¢ od analogicznej zaleznosci dla promienia nie ulegajacego odbiciu
wewnatrz kropli przede wszystkim tym, Ze kat ¢ osigga warto$¢ minimalng dla pewnego kata
do

ap < 90 Innymi stowy jest takie oo i takie @, z€ —

= 0, a to wlasnie oznacza
da

pojawienie si¢ teczy, co wykazemy za chwile dokladniej. Na razie postarajmy si¢ wyznaczy¢
te wartosci przez zbadanie pochodnej funkcji ¢(a) okreslonej rownaniem (4):

—cosa
da n 1 sin’ o

99 5 2eosq——L 5)

2
n

. d : . .
Przyrownujac d_(/) do zera i oznaczajac te szczegdlng warto$¢ kata a, dla ktorej to
a

zachodzi, przez a, dostajemy rownanie

4 1
2——cosqy——=0, (6)
n sin’ a,
==
n

ktore tatwo rozwigzemy stosujac elementarne przeksztatcenia
2 : .2
\Jn —sin” a, =2cosq,,
n’ —sin’ a, = 4cos’ a,,
2 2 c 2 2 2 s 2 2
n” =4cos” a,+sin” a, =3cos” a, +cos” a, +sin” ¢, =1+3cos” a,,

2
2 n _1
cos o, = ,
3

n* -1
T

(7

cosa, =
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Rozwigzanie to ma sens dla wszystkich 1 < n < 2. Dla n > 2 dostalibySmy cos ay > 1
zalezno$¢ ¢(a) bytaby znéw monotoniczna.
Znajac cos oy tatwo obliczymy sin ay:
4—n’

sina, = ,
3

ktory po wstawieniu do wzoru (4) pozwoli nam obliczy¢ @ in:

@,.. =180" + 2arcsin 4 3n —4arcsin 43n’21 : (8)

Naszkicujemy wykres funkcji ¢(a).
Latwo przekonac sig, ze dla a = 0, ¢(0) = 180°. Ustaliliémy réwniez, ze dla a = ay,
@ oslaga warto$ci @y,;,. Zatem wykres musi wyglada¢ nastepujaco (rys. 4);

I X

180°

0 90

Rys. 4

Zastandwmy si¢ teraz nad stosunkami energetycznymi w $wietle ugigtym, Promienie
swietlne padajace pod ustalonym katem a na krope tworzg okrag o promieniu b ( rys. 5).

Oprac. PDFiA US, 2009 - 5/9 - www.dydaktyka.fizyka.szc.pl



250F 111 T3 KO OF Szczecin: www.of.szc.pl

)

! R
I
N
| Y @

\

NE

\

\

Rdo
Rys. 5
Promien tego okregu
b=Rsin o 9)

Kazdy z tych promieni ulegnie odchyleniu o ten sam kat p(a), zatem w duzej odlegtosci
od kropli, promienie te beda rozchodzi¢ si¢ jako tworzace stozka o kacie, miedzy osia
a tworzaca, rownym ¢(a) (rys. 6).

Rozpatrzymy teraz nie ten jeden stozek, lecz zbior promieni odpowiadajacy pewnemu
przedziatowi katow a zwartych miedzy o a a + da. Beda to wszystkie promienie, jakie
padaja na pewien pasek kulki, ktorego fragment zakreskowano na rysunku 5.

Promienie padajace, ktore spetniaja te warunki, tworza jakby ,,rur¢” o promieniu R sina
1 grubosci ,,$cianki”

R(da)cos a,

Co tatwo zrozumie¢ rzutujgc tuk Rda (zaznaczony na rysunku 5) na kierunek prostopadty do
kierunku padania $wiatla. Po oznaczeniu nat¢zenia $wiatla (ilo$¢ energii na jednostke
powierzchni) padajacego przez Iy, dostajemy catkowitg energi¢ rozpatrywanej wigzki rowng
iloczynowi [y i pola przekroju rury rownego 2 R sinoe mnozone przez R cosa da. Ostatecznie

dI= I, 2R’ sina.cosa da. (10)
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Rys. 6

Po rozproszeniu cale to swiatto ptynie rGwnomiernie w obszarze miedzy dwoma stoz-
kami, z ktorych jeden scharakteryzowany jest katem ¢(o + da), drugi katem g(a).
Zgodnie z definicja pochodnej réznica tych katow wynosi (dla bardzo matych da).

do

|(o(a)—(o(a +da)| =4, de.

Rozpatrzmy teraz oko ludzkie (lub inny detektor §wiatla D) o niewielkiej powierzchni S

umieszczone w odlegtosci / od kropli.
Na detektor ten pada taki utamek energii d/ danej wzorem (10), jakim utamkiem pola

zaczernionego paska jest pole detektora S (rys. 6).
Pole tego paska tatwo obliczy¢
dS =2n!*sing do.

Ostatecznie, 1lo$¢ energii wpadajaca do detektora wynosi

S = S
2nl’ sin(p|d(p| C2ml? sing0|d(p|

1,27 R’ sina cosa|dg| =

S _1,2nR’sinacosa
r [do

Poniewaz ¢ moze by¢ rosnaca albo malejacg funkcja kata a , j—¢ moze by¢ dodatnie lub
a

. o d
ujemne. Dlatego powinnismy uzy¢ warto$¢ bezwzgledna d_(p .
a

Oprac. PDFiA US, 2009 ~7/9 - www.dydaktyka.fizyka.szc.pl



250F 111 T3 KO OF Szczecin: www.of.szc.pl

Ostatecznie

1,21 R’ si
[o$¢ $wiatla = 1, iz Uk 511(1105 c8a
4

da

(In

sin @

Wyprowadzenie powyzsze jest uniwersalne, stluszne réwniez dla poprzedniego przy-
padku odchylenia §wiatla bez wewnetrznego odbicia. Wzor ten doktadniej precyzuje, dlacze-

go przy roznej od zera pochodnej j—(p dostaliSmy zerowe nat¢zenie przy katach ¢, ktérym
a
odpowiada kat a = 90°. Znika wtedy cos a w liczniku wyrazenia (11).
W przypadku zatamania $wiatta potaczonego z odbiciem przekonalismy si¢, ze 3—(0
a

znika dla a = ag czyli dla ¢ = @ip.

W tym kierunku oko zaobserwuje nieskonczone natezenie swiatta (ze wzglgdu na efekty
dyfrakcji ilo$¢ ta bedzie skoficzona, ale bardzo duza). Jest to sytuacja typowa dla zjawiska
ogniskowania. Gdyby$Smy pod tym katem rozpatrzyli dziatanie na przyklad zwierciadia
kulistego wklestego, na ktore pada rownolegla do osi wigzka $wiatla, to ze wzgledu na
zjawisko aberracji sferycznej, na matym ekranie ustawionym w ognisku prostopadle do osi,
oswietlone bytoby nie tylko ognisko, ale i jego otoczenie. Obliczajac natezenie $wiatla
analogicznie jak w powyzszym przypadku taz uzyskalibySmy wynik, ze w ognisku natgzenie
bytoby nieskonczone. W praktyce nasz oko mogtoby odbiera¢ wrazenie, Zze naprawde
oswietlony jest tylko jeden punkt — ognisko. Z tych samych powodow w zjawisku teczy
w praktyce wydaje nam si¢, ze ugigte $Swiatto dochodzi do nas z jednego tylko kierunku
WYyZNnaczonego Przez Pmin - Ale wartos$¢ @i, zalezy od n (wzor (8)), a wigc od barwy $wiatla.
Tym samym rozne skladowe barwne bedziemy widzieli pod réznymi katami. Takie jest
wyjasnienie zjawiska tgczy.

Obliczmy teraz dla naszej substancji wartosci ¢, odpowiadajace swiathu czerwonemu
1 fioletowemu

2
@i (czerwone) = 180" + 2 arcsin %
2
—4arcsin % =1532016"
3-(1,460)
2
Pin (fioletowe) = 180" + 2 arcsin w
2
—4arcsin él—(li())z =15419'57"
3-(1,470)

Latwo mozemy powigza¢ promien katowy teczy (dla danej barwy) z odpowiednig
warto$cig ¢ (rys. 7).
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Promien Stonca

- ~- <

Rys. 7

Ze wzgledu na symetrie wzgledem osi Stonce — obserwator, ten ostatni bedzie widziat
swiatlo danej barwy dochodzace od wszystkich kropelek, dla ktorych kierunek obserwacji
tworzy z kierunkiem do przeciwobrazu Stonca ( pod horyzontem) S "kat 180° - @. Kropelki te
tworza na sferze niebieskiej tuk okregu o promieniu katowym 180" - @, czyli

re =180 -153°20 =26 40,
rr=180"-154"20 =25 40
Obserwator na Ziemi widzi oczywiscie tylko cze$¢ okregu teczy. Warunek by jakikol-
wiek fragment tego okregu byt widoczny, jest oczywisty.
Kat
180" - O —7s,
ktory charakteryzuje katowa wysoko$¢ nad horyzontem najwyzszego punktu tuku teczy

(rys. 7), musi by¢ dodatni, zatem
P <180 — g =r.

Kiedy Stonce wlasnie zachodzi (lub wschodzi), wtedy ys = 0 1 widzimy potdéwke teczy,
czyli najwigkszy fragment, jaki mozemy zaobserwowac z powierzchni Ziemi. Z samolotu
mozemy zobaczy¢ nawet pelny okrag.

Na zakoficzenie obliczymy 180" - ¢ dla wody
Pmin = 13758,
Fiecsy = 4272..

Uwagi

Zadanie powyzsze wypadio bardzo stabo mimo wskazéwki jednoznacznie wytyczajacej
droge postgpowania. Jest rzecza zaskakujaca, ze zdecydowana wickszo$¢ uczestnikow
w ogoble nie czyta wskazowek. Dotyczy to zadan wszystkich stopni. A przeciez, jak widaé
z rozwigzan zadan publikowanych w ksigzeczkach poswigconych Olimpiadom Fizycznym,
wskazdwki zawsze upraszczajg rozwigzanie.
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