XXV OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP WSTEPNY
Zadania teoretyczne

ZADANIE T1
Nazwa zadania: ,Twierdzenie Steinera i moment bezwtadnosci”
A) Udowodnij twierdzenie Steinera mowigce, ze:
Moment bezwtadnosci Ix ciata o masie m wzgledem osi A, réwnolegtej do osi O i
przechodzacej przez srodek masy ciata, wynosi

I,=1,+md’,

gdzie lo oznacza moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi O, a d jest odlegtoscig
prostych Ai O.
B) Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego graniastostupa prostego o
podstawie w ksztatcie trojkata rownobocznego o boku a wzgledem osi
przechodzacej przez srodki podstaw. Masa graniastostupa wynosi m.

Rys. 1
ROZWIAZANIE ZADANIA T1

A) Narysujmy jedng z ptaszczyzn ciata prostopadtq do osi obrotu (rys. 1)
zaznaczajac na niej punkty przebicia osig A i osig O. Rozwazmy ponadto
dowolny punkt ciata P; lezacy na tej ptaszczyznie. Spetnione jest réwnanie
wektorowe:

4P =40 +0P. (1)
Ponoszgc obie strony do kwadratu, dostajemy
47) =[40] +(0p| +24008. 2)

Mnozgc powyzsze rownanie stronami przez mase punktu materialnego P; rbwng mi i
sumujgc po wszystkich punktach ciata dostaniemy

Zmi(ﬂ{)z = zml(A_’O)2 + Zml. (O—P:)2 +2Z miE @ (3)

W wyrazie pierwszym i trzecim po prawej stronie wyciggamy state czynniki przed
znak sumy:



s w48 =[40] Oy m,+ 3 m(0F[ +2400y m, OF. )
Dwa sposrod czterech wyrazéw w powyzszym rownaniu sg z definicji momentami
bezwtadnosci odpowiednio wzgledem osi A i wzgledem osi O. Suma zmi to

oczywiscie catkowicie catkowita masa ciata, zas (/To)z =/?. Zatem
IAZIO+md2+2EDZmi ﬁ’; (5)

P b) b

Rys. 2

W powyzszym wyprowadzeniu nie korzystaliSmy jeszcze z faktu, ze 0o$ O przechodzi
przez srodek masy ciata. Dlatego wzor (5) rézni sie od wzoru wyrazajgcego
twierdzenie Steinera. Twierdzenie bedzie udowodnione, jesli wykazemy, ze
wyrazenie

z m,OP, (6)

Jest réwne zeru, jesli 0$ O przechodzi przez $rodek masy ciata. Dowodéw mozna
podac tyle, ile jest roznych definicji srodka masy. Skorzystamy z nastepujace;j:
Srodek masy S jest to punkt o wektorze wodzacym (rys. 2a):

Iy Z - (7)

Wyobrazmy sobie teraz, ze wybraliSmy poczatek uktadu wspotrzednych, od razu w
$rodku masy (rys. 2b). W uktadzie tym wektor wodzacy 7, =0, zatem wzor (7)

przyjmie postac
0= z m.x,

():Zmi}_f; @O=Zm,.yi (8)
0= Zmizi
gdzie 7, =(X,»,yia2f)-

Niech wreszcie 0$ z naszego ukfadu pokrywa sie z osie O. Wzory (7) i (8) sg stuszne
dla dowolnej orientacji osi uktadu wspétrzednych, a wiec w szczegdlnosci i dla uktadu



Z 0sig z pokrywajacq sie z osia 0. Wektor 07 jest w tym wypadku rzutem wektora 7,
na ptaszczyzne xy. Innymi stowy

OF =(x,.,.0). (©)

Wracajgc do wektora Z mO—P; widzimy, Ze jego poszczegolne wspotrzedne
wyrazajg sie wzorami

(zmiOP;)x = zmixi,
S mOE| =3 m, (10)

(ZmlOP;)Z :zmiO.

Poréwnujac z rownaniem (8) widzimy, ze istotnie Z mﬁ =0 c.b.d.o.

B) Jest oczywiste, ze moment bezwtadnosci graniastostupa prostego wzgledem
osi prostopadtej do podstawy jest rowny momentowi bezwtadnosci figury
ptaskiej pokrywajacq sie z podstawg i o0 masie rownej masie catego
graniastostupa. Zadanie sprowadza sie wiec do obliczenia momentu
bezwtadnosci trojkata rownobocznego o boku a i masie m wzgledem osi
prostopadtej do trojkata i przechodzacej przez jego srodek.

Zestawienie tego zadania wraz z twierdzeniem Steinera sugeruje, ze najszybciej

dojdziemy do celu wykorzystujac wczesniejsze udowodnione twierdzenie.

Podzielmy nasz tréjkat na cztery mniejsze trojkaty (rys. 3) i zauwazymy, ze

poszukiwany wzor powinien mie¢ postac

I, =ama’, (1)

gdzie a jest poszukiwanym wspoétczynnikiem liczbowym niezaleznym Anie do masy,
ani od boku trojkata.

Poszukiwany moment
bezwitadnosci mozna rowniez
przedstawi¢ jako sume
momentow bezwtadnosci
czterech mniejszych
trojkatow. Moment
bezwitadnosci trojkata
centralnego Rys.3  oznaczamy
przez I, a jednego ze
skrajnych — przez I,. Na podstawie wzoru (1) mamy

1 1
I, =a0-mi-a 2
=agmd g (2)

. o1 1
gdyz masa tego tréjkata wynosi Zm, a bok Ea'

W celu obliczenia 12 skorzystamy z twierdzenia Steinera.



I, :11+Rm@2,
M 0O

gdzie d — odlegto$¢ od srodka duzego tréjkata (wzgledem ktorego liczymy catkowity
moment bezwtadnosci) do srodka masy matego tréjkata. Poniewaz

1 3
I,=1+3I, =1, +3E]1+4md2§:411+4md2, (3)
wiec
ama’* IMEim@aBZ +3m%ﬁa, (4)
M o2 O 4 6
. 1
gdzie skorzystalismy z wartosci d :af bardzo tatwiej do wyznaczenia jako 3
wysokosci catego trojkata.
Porzadkujac wzor (4) dostaniemy
EO(ma2 :imaz. (5)
4 48
Stad
1
oa=—.
12
Ostatecznie
1
I, =—ma’.
Y12

Aby dowdd byt kompletny, powinni$my jeszcze wykazaé, ze zatozenie: I, =oma’ ze

stalg a niezalezng ani od a, ani od m jest rzeczywiscie stuszne. W tym celu
napiszemy ogolny wzér na moment bezwtadnosci:

I= Zmirl.2

| zastandbwmy sie, jak zmienitaby sie ta wielkos¢, gdybysmy bez zmiany ksztattu ciata
powiekszyli jego mase (zwiekszajac gestos¢). Oznaczatoby to, ze kazda
elementarna masa m; pomnozytaby sie przez ten sam czynnik, o ktéry zwiekszalismy
catkowitg mase. A zatem przy danym ksztatcie, moment bezwtadnosci jednorodnej
bryty musi by¢ proporcjonalny do jej masy:
I0m.
Wyobrazmy sobie teraz, ze nie zmieniajgc masy ciata zmieniamy jego rozmiary przez
jednoktadnos¢. Mozemy to wyobrazi¢ sobie w ten sposdb, ze wszystkie elementy
masy m; oddalamy od punktu O powiekszajgc ich wektory wodzace o staty czynnik k.
Kazdy ze sktadnikow sumy powiekszy sie o k? podczas gdy rozmiar liniowy
powiekszy sie o k. Oznacza to, ze przy ustalonej masie moment bezwiadnosci jest
proporcjonalny do kwadratu wymiarow liniowych. W przypadku trojkata, oznacza to
proporcjonalno$¢ do a? ale argument jest stuszny i dla innych przypadkéw. (Dla kuli
lub walca tym charakterystycznym wymiarem jest promien R, dla preta jego dtugosc /
itp.).
Zatem



y (07N
Jesli | ma byc¢ proporcjonalne do masy i do kwadratu boku, to musi by¢
10ma’ .
czyli

I =ama?,

Gdzie a — wspdtczynnik proporcjonalnosci niezalezny juz ani od masy, ani od boku.

(brak punktaciji)
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