XXV OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP WSTEPNY
Zadania teoretyczne

ZADANIE T3
Nazwa zadania ,Pryzmat i hustawka”

A) Wykaz, ze kat odchylenia promienia przechodzgcego przez pryzmat pokazany
na rysunku 12a ma warto$¢ najmniejszg wtedy i tylko wtedy, gdy bieg
promieniowania jest symetryczny wzgledem dwusiecznej kata tamigcego
pryzmatu.
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Rys. 12b

Wskazowka! Jako zmienng niezalezng wybierz kat y pokazany na rysunku.
B) Wyjasnij zjawiska fizyczne pozwalajace samodzielnie rozhusta¢ sie na
hustawce.

ROZWIAZANIE ZADANIA T3

A) Z rysunku 12b odczytujemy nastepujgce zaleznosci geometryczne:
90° —¢ =90~ B, +vy,
(z twierdzenia o kacie zewnetrznym trojkata)
czyli
B, =0 +y. (1)
Analogicznie
B,=¢-v. (2)

Przy pierwszym zatamaniu promien odchyla sie o kat as — 1, a przy drugim o kat a-
— B2. Catkowity kat odchylenia wynosi zatem

5 =o, -B,)+(a, -B,) =a, +a, =(B, +B,) (3)

Z(1)i(2) mamy
B, + B, =29. (4)

Z (3) i (4) wynika
0 =a,+a, —2¢. (5)

Z prawa Snelliusa mamy

sina, = nsin B, = nsin(¢ +y), (6)



sind, =nsinf3, = nsin(d) —y). (7)

Rézniczkujgc obie strony rownan (6) i (7) po zmiennej y dostajemy

cosa, a;lo\(/l = ncos((l) +y), (8)

d
cosa, ;\(/2 = -ncos(¢ —v). 9)

Dzielgc powyzsze rownania odpowiednio przez cosd, oraz cosd, i dodajgc stronami,
dostaniemy

da,  da, _ ng:os(d) +v) B cos(d —y)g (10)
dy dy ] cosa, cosa, [
Réwnanie (5) po zrézniczkowaniu daje
dd _da, N da,
dy dy dy’
Obliczylismy wiec pochodng kata odchylenia & po parametrze y
5 _ Ceos( +y) _ cos(gp —y)0
dy ] cosq, cosal, %

(11)

(12)

Aby zbadac charakter zaleznosci kata odchylenia od parametru y, musimy zbadac
przebieg powyzszej pochodnej. W tym celu przeksztatcimy wyrazenie (12) do
wygodniejszej postaci. Pomnozymy mianowicie to wyrazenie i podzielimy przez sume
wyrazow w nawiasie kwadratowym. Powstanie w ten sposéb w liczniku réznica
kwadratow.

cos(0 +y) _ cos’(0 -]

@_n cos’q, cos’d,
dy  cos{p +y]  cos(¢ -]
cosq, cosa,

(13)

cos>a, cos*(¢ +y) —cos® a, cos?(¢p ] _
cosa, cosaz[cos((l) +y]cosa, +cos(d —y)cosal] -
=n(1—sin20(2)cosz(d) +y)—(1—sin2a1)cosz(¢ -y
cosqQ cosO(z(cosO(2 cos 3, +cosq, cos Bz)

=n

Istotne jest, ze w catym zakresie zaleznosci katow a4, B4, 02, B2 mianownik jest
zawsze rézny od zera i dodatni (kgt padania i ztamania sg katami ostrymi). Zatem
znak pochodnej jest catkowicie okreslony przez znak licznika wyrazenia (13).

Oznaczmy ten licznik literg L. Wyrazajac sin’a, i sin’a, przez kat y, z prawa
Snelliusa (wzory (6) i (7)) mamy



L= cosz(d) +y) -n’ sin2(¢o —y)cosz(d) +y) -
= cos?(¢ —y) +n sin*(® +y)cos* (¢ -y) =

= [cos(q) +y) —cos(¢ —y)”cos(d) +y) +cos(¢ —y)] +
+n*[sin( +y)cos(d —y) —sin(d —y)cos[d +y]|x
X[sin(q) +y)cos(¢ —y) +sin(¢ —y)cos((l) +y)].

Przeksztatcamy dalej korzystajgc ze znanych wzorow trygonometrycznych na sume i
roznice funkcji trygonometrycznych.

L =-2sin¢siny 2cosd cosy +n’ sin[((l) +y) —((I) —y)] X
xsin| (¢ +y) +(¢ -] = n* —1)sin 2 Gin2y.
Ostatecznie
dd _ n(n2 —l)sin2¢
dy - cosa, cos(lecoso(2 cos 3, +cosa, cos 3,

sin 2. (14)

Z wzoru powyzszego wynika, ze dla y < 0 funkcja 0 jest malejgcg funkcjg y, a dlay
> 0 jest funkcjg rosngca. Funkcja ta ma zatem minimum dla y = 0 i jest to jedyne
minimum tej funkcji, c.b.d.o.

B) Droge srodka ciezkosci cztowieka hustajacego sie na hustawce przedstawia
rysunek 13. Rysunek 13a przedstawia rzeczywistg droge srodka ciezkosci, a
rysunek 13b uproszczony jego przebieg, tatwiejszy do dyskusji. W uktadzie
nieinercjalnym zwigzanym sztywno z hustawka dziata na kazdg czes¢ ciata
cztowieka sita bezwtadnosci (odsrodkowa oraz tzw. sita Coriolisa).
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Rys. 13 w

Rozwazmy problem 2z punktu widzenia bilansu energii. Site Coriolisa jako
prostopadtg do predkosci mozemy przy tym zaniedbacé. Przesuwajac symetrycznie
srodek ciezkosci (przez podkurczenie, a nastepnie prostowanie nog) cziowiek
wykonuje przy przysuwaniu do siebie ndg prace, natomiast przy odsuwaniu nog
praca jest nad cztowiekiem wykonywana. Rzecz w tym, ze w czasie wahan zmienia
sie predkos¢ katowa, a tym samym sita odsrodkowa. W potozeniach bliskich
skrajnym jest ona niewielka, wartos¢ sity odsrodkowej jest duza. Zatem praca
wykonana przez cztowieka blisko potozenia rownowagi jest duzo wieksza do pracy
wykonanej przez ukfad nad cztowiekiem w potozeniach skrajnych. Bilans netto jest
taki, ze w czasie jednego cyklu miesnie cztowieka wykonujg prace nad uktadem.
Jezeli praca ta jest wieksza do straty narcie i opdr powietrza, to amplituda drgan
wzrasta do duzych wartosci. Przy odpowiednio duzych amplitudach i predkosciach,
opory na jeden cykl wzrastajg do wartosci rownowazacej wykonywang prace i ustala
sie pewien stabilny stan wahan.

Opisane zjawisko jest przyktadem szerszej klasy, zwanej rezonansem
paramagnetycznym. Jesli uktad, mogacy wykonywaé drgania wtasne (hustawka,



obwadd elektryczny itp.) o okreslonej czestosci, zmienia periodycznie ktdrys ze swoich
parametréw z czestoscig dwa razy wiekszg do czestosci drgan wtasnych, to w
uktadzie to w uktadzie pojawiajg sie drgania o amplitudzie rosngcej szybko z czasem.
Czlowiek na hustawce zmienia efektywng dlugos¢ wahadta, jakie stanowi on wraz z
hustawka.

Zauwazymy, ze okres drgan tej dtugosci jest dwa razy krétszy od okresu wahan
samej hustawki. Srodek ciezkosci w samym punkcie ruchu do i od osi obrotu
przechodzi przez odlegtos¢ srednig cztery razy w ciggu jednego okresu wahan,
podczas gdy sama hustawka przechodzi w tym samym czasie przez potozenie
najnizsze tylko dwa razy.

(brak punktaciji)
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