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XXVII OLIMPIADA FIZYCZNA (1977/1978). Stopien 11, zadanie teoretyczne.

Zrédlo: Olimpiada Fizyczna XXVII — XXVIII, WSiP, Warszawa 1983
Autor: Gorzkowski Waldemar, Kotlicki Andrze;j

Nazwa zadania:  bieg po sinusoidzie promienia §wietlnego w osrodku niejednorodnym
Dzialy: optyka geometryczna

Stowa kluczowe: promien Swietlny, o$rodek optyczny, o$rodek niejednorodny, krzywoli-
niowe rozchodzenie §wiatla, bieg promienia, wspotczynnik zatamania, si-
nusoida, funkcja

Zadanie teoretyczne - T3, zawody II stopnia, XXVII OF.

Na powierzchni¢ osrodka o wspotczynniku zalamania zaleznym od y , w punkcie 4 pada pro-

stopadle do powierzchni promien $wietlny.
1. Jaka powinna by¢ posta¢ funkcji n(y), aby wewnatrz osrodka promien $wietlny biegt
po sinusoidzie?
2. Czy mozna tak dobraé posta¢ funkcji n(y), aby dowolne dwa promienie padajace pro-

stopadle na rozwazany o$rodek (np. w punktach P i B pokazanych na rysunku 1) po-
ruszaty sie po sinusoidach o tym samym okresie?

A

Y
) > B

\ 4

n=n(y)
Rys. 1.
Rozwiazanie:

Dla réwnoleglego uktadu plytek (rys. 2) z prawa zatamania mamy:

sin f3, _ N

sin n

i+1 i
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B2
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A

Rys. 2

Wynika stad, ze

n;sin 3, = const.

Zwiazek ten nie zalezy ani od grubosci, ani od liczby ptytek, wobec tego dla ciaglego
rozktadu wspotczynnika zatamania wzdhuz osi y mozemy napisac

n(y)sin B(y) = n(a)sin90° = n(a),
stad

n(a)
n(y)

sin B(y) =

Roéwnanie sinusoidy przechodzacej przez punkt P i stycznej w punkcie P do promie-
nia padajacego:

y=acoskx,
gdzie k jest jakas stata.

Tangens kata 90°+ £(y) (rys. 3) jest pochodng y(x):

t2(90° + B(y)) = —ak sin kx ,
1g(90° + (y)) = —ctgf(y)

ale

2
sinkx = +/1—cos? kx = l—y—z.
a
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GIP N — @)

a
90" +9y)
\:X

Rys. 3

Biorgc pod uwagg, Ze ctg’ o = —1 mozna napisac:

sin’ a

1 202 2
Sin2—ﬂ(y)_1+k (Cl y)

Korzystajac z otrzymanego poprzednio wyrazenia na sin f(y) dostajemy

nz(J’)_ 202 2
nz(a)_1+k (a=y),

czyli

n(y) = n(@n1+k*(@* - y?).

Jezeli promienie padajace na ten sam osrodek w punktach P i B miatyby poruszac si¢
po sinusoidach tym samym okresie, to musiataby zachodzi¢ tozsamos$¢:

n(aW1+k>(a® —y ) = n(bW1+k* (> — %) .

Tozsamos$¢ ta dla a # b nie moze zachodzi¢. Zatem odpowiedZ na pytanie 2 jest nega-
tywna.

Uzupelnienie do rozwigzania zadania (PDFiA US)

Jezeli wiazka $wiatla przechodzi przez kilka osrodkéw, jak zostalo to przedstawione
na Rys. 4 (zgodnie ze zwrotem osi y osrodki majg coraz wickszy wspotczynnik zatamania),
prawo Snella mozna zapisa¢ w postaci

nsing, =n'sin @, .
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Nastepnie
n'sing, =n''sing;,.
Stad
n, sin @, = const. (L.1)

Rys. 4.
Zwiazek (1.1) zachodzi niezaleznie od liczby 1 grubosci poszczegdlnych warstw. Korzystajac

wigc z niego w przypadku ciaglej zmiany wspotczynnika zatamania w jednym kierunku, jak to
wystepuje w przedstawianym doswiadczeniu (Rys. 5. ) otrzymujemy:

n(y)sing(y) = const. (1.2)

Rys. 5.

W punkcie x = 0, parabola wyznaczona przez promien jest styczna do osi Xx. A wigc
w tym uktadzie, jej rbwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

y=ax,
gdzie a jest statg charakteryzujaca parabolg.

Korzystajac z zaleznosci (1.2), dla punktéw P i K mozemy zapisac:
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n(y)sin @(y) = n(0)sin ¢(0),
ale poniewaz

sin(0) =sin90° =1, a n(0)=n,

to
) n
sin p(y) = — (1.3)
n(y)
W punkcie K tangens kata nachylenia stycznej jest rowny pochodnej funkcji y = ax’:
tg0(y) =2ax = 2a\/Z =2 ay ; dy =2ax ; x = \/Z
a dx a
Jezeli mamy 7g6(y) to mozemy wyznaczy¢ sin ¢(y). Poniewaz
1g0(y) = ctgp(y)
to
sing(y) = - (14)
Jrag’p(y) l+day
Poréwnujac (1.3) z (1.4), mamy
ny 1
n(y) \/ 1+4ay
Czyli
n(y)=ny+/1+4ay .
Otrzymali$my zalezno$¢ wspolczynnika zatamania n od wartos$ci y.
n
n(y)
T nil
0 y
Rys. 6. Wykres funkcji n(y) =n +/1+4ay .
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Rys. 7.

Jezeli wigzka $wiatla przechodzi kolejno przez kilka osrodkow, jak zostato to przed-
stawione na Rys. 7 (zgodnie ze zwrotem osi y o$rodki majg coraz wigkszy wspotczynnik za-

famania), prawo Snella mozna zapisa¢ w postaci:

nsing, =n'sing, .
Nastepnie

n'sing, =n''sing;,.
Z tego wynika, ze

n,; sin @, = const.

GIP \A— O)

a
\___90°+®(y)
\or

W

Rys. 8.

Jezeli sinusoida przechodzaca przez punk P jest styczna w tym punkcie do padajace-

go promienia (Rys. 1.15) to jej rownanie mozemy zapisaé:

y=acoskx,
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z tego wynika, ze

coskx=z.
a

Dla cigglego rozktadu wspotczynnika zatamania, co ma miejsce w do§wiadczeniu

przedstawionym powyzej, mozemy zapisacé
n(y)sing(y) = n(a)sing(a),
ale poniewaz

sing(a)=sin90° =1, a n(a)=n,

to
: n
sing(y) = —2-. (1.1)
n(y)
Jak wynika z Rys. 8., tangens kata 90°+¢()) nachylenia stycznej jest pochodng funk-
cji y=acoskx:
Y_ —aksinkx =
dx
t2(90°+ @(y)) =—aksinkx . (1.2)

Ale poniewaz
2
sinkx =+1-cos” kx = l—y—2 ,
a

roéwnanie (1.2) przyjmuje postac

tg(90°+(p(y)):—ak1fl—i:—j. (1.3)

Biorac pod uwage, ze zachodzi nastgpujaca rownosc:

1g(90°+ @(y)) = —cigp(y)

—ctgqo(y)=—ak1/1—i:—z. (1.4)

Poniewaz cotangens kata oo mozna zapisa¢ w postaci

réwnanie (1.3) przyjmuje postaé
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clig o =——
smm” o

z rébwnania (1.4) otrzymujemy

1 1 272 y2
——1l=ak"(1l-=) =
O gy 4D
;:1+k2(a2—y2)
sin” ()

Korzystajac z wyrazenia (1.1) mamy

n’(¥)
W:1+k2(a2 —yz) =

n(y) = nyJ1+k>(a* = y*)

Otrzymali$my zalezno$¢ wspotczynnika zatamania n» od wartosci y .

-a 0 ta y

Rys. 9. Wykres funkcji n(y) = no\/l+k2(a2 —5%)

(") Funkcji n(y) wprowadzona zostata do uzupehienia
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