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XXX OLIMPIADA FIZYCZNA

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA
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Nazwa zadania Warunek réwnowagi walca zanurzonego w cieczy.
Rok 1980/1981
Zrédto Komitet Gtéwny Olimpiady Fizycznej;
Andrzej Nadolny, Krystyna Pniewska:
Fizyka w Szkole nr 6, 1981;
A .Nadolny, K.Pniewska: Olimpiady Fizyczne XXIX — XXXI, WSIiP,
Warszawa 1986;
T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Zadanie T3 — XXX OF, III stopien.

Jednorodny walec ptywa w cieczy. Jaki warunek musi spetnia¢ stosunek promienia walca R do
jego wysokosci L, aby potozenie, w ktérym o$ walca jest pionowa byto potozeniem rownowagi
trwalej niezaleznie od rodzaju cieczy (Rys. 1).!

Uwaga: Odlegto$é érodka masy ($m) wycinka walca, zaznaczonego na rysunku linig pogrubiona,
od osi walca wynosi:

3T

Za zadanie mozna byto maksymalnie otrzymaé 26 pkt (po 13 pkt od kazdego z recenzentéw).

Ipodobne zagadnienia: zad. T3, II st. XXXI OF; zad. doéw., II st. LXX OF.
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Rozwigzanie zadania T3 — XXX OF, III stopien.

Przytoczymy dwa sposoby rozwiazania tego zadania. W pierwszym oblicza sie¢ wypadkowy mo-
ment sit dziatajacych na pltywajacy walec, wychylony o niewielki z potozenia pionowego (ten
wlasnie sposéb stosowali wszyscy zawodnicy rozwiazujacy to zadanie). Drugi sposéb polega na
analizie zaleznosci energii potencjalnej uktadu (walec 4 ciecz) od kata wychylenia walca wzgle-
dem potozenia pionéw. Taki — energetyczny sposoéb podejscia mozna stosowaé¢ we wszelkich
zagadnien dotyczacych réwnowagi, ma on wiec szczegdlne znaczenie.

Rozwazania wstepne sa dla obu metod wspdélne. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: o1 —
gestosé materialu walca, 0o — gestosé cieczy, n = p1/02 (1 < 1). Objetosé¢ czedci zanurzonej
walca nie zalezy oczywiscie od jego wychylenia wzgledem pionu. Oznaczajac przez O punkt
przeciecia osi walca z powierzchnia cieczy (Rys. 2), mozemy rozpatrywaé wychylenia walca jako
obrét wokdt poziomej przechodzacej przez punkt O. Oznaczmy ponadto przez S srodek ciezkosci
walca, przez S’ srodek ciezko$ci zanurzonej czesci walca w polozeniu pionowym oraz przez G
srodek dna walca. Z warunku ptywania wynika, ze:

0G =1L, (2)
oraz: |
Poniewaz ponadto:
1
GS = =L, (4)
2
wiec:
1
Ciezar walca wynosi:
P :gQIﬂ-R2L7 (6>

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Do rozwigzania potrzebna bedzie znajomo$¢ objetosci
V,, wycinka walca zaznaczonego na rysunkach 1 i 2. Dla malych katéw wychylenia o wycinek
walca mozna zastapi¢ wycinkiem kuli o tym samym promieniu, otrzymuje si¢ wowczas wzor
przyblizony:

4 3, 2 3
w_f = — 5 .

Doktadne wyrazenie na V,, mozna uzyska¢ droga catkowania lub tez, bardziej elementarnie, sto-
sujac podzial wycinka walca na N (N > 1) bardzo cienkich plasterkéw o jednakowej wysokosci
Ah, a wiec i jednakowej objetosci (Rys. 3). Zgodnie z wyrazeniem (7) objeto$¢ najnizszego
plasterka wyraza sie wzorem:

2 AR

AV = ZRP—. 8
R (8)
Objetos¢ calego wycinka walca wynosi wiec:
2 _.h 2
=NAV =ZR— = ZR%tga.
Vi Vv 3R Vi 3R g (9)
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Rysunek 3: Podzial wycinka walca na N (N > 1) bardzo cienkich plasterkéw o jednakowe;
wysokosci Ah = h/N, h = Rtga — do obliczenia objetosci wycinka walca. Wycinek walca
zastepujemy wycinkiem kuli o tym samym promieniu.

Sposdb pierwszy (z obliczaniem momentu sity)

Sytuacje ilustruje Rys. 2. Na wychylony z potozenia réwnowagi walec dziata para sit: sita ciezkosci
P przytozona w punkcie S oraz sita wyporu W = —P o zerowym momencie wzgledem punktu
S", bedacym $rodkiem ciezko$ci zanurzonej czedci walca®. Poniewaz walec jest bryla sztywna,
bedziemy w uproszczeniu mowili, nawigzujac do rysunku, ze sita W jest przytozona w punkcie
S”.

Site te mozna przedstawi¢ z kolei jako sume przylozonej w punkcie S’ sity wypadkowej W (W' =
W) dla walca w potozeniu pionowym oraz sit Fy i Fy przytozonych w srodkach ciezkosci wycinkow
walca, zaznaczonych na Rys. 2. Sita F; jest sita wyporu wynikajaca z zanurzenia wycinka walca
OC'F | sita Fy odpowiada wynurzonemu wycinkowi walca OE D i ma te¢ sama wartos¢ co Fy, lecz
przeciwny zwrot (,brakujacy wypér”). Tak wiec dzialanie pary sit (P, W) o momencie M jest
réwnowazne dzialaniu dwéch par sit: P, W’ o momencie M, oraz sit Fy, Fy o momencie M.

Warunkiem rownowagi trwatej jest, aby wypadkowy moment sity M = M; + M byl niezerowy
i skierowany przeciwnie do wychylenia. W celu obliczenia M mozna takze zsumowa¢ moment
poszczegblnych sit — nie ma przy tym znaczenia, wzgledem jakiego punktu lub osi beda one
liczone (dlaczego?).

Obliczymy teraz warto$¢ momentéw M i My. Wartosé momentu M wyznaczamy wykorzystujac
wyrazenia (5) 1 (6):

M, =P-SS - sina= ;ggleQLQ(l —n)sina. (10)
Dla katéw « bliskich zeru:
M, ~ ;gglﬂRQLQ(l —n)a. (11)
Warto$¢ momentu My obliczamy w przyblizeniu dla matych katow «, korzystajac ze wzoréw (1)
i(7):
My = 2903V, = ngﬂR%z. (12)
Warunek réwnowagi wymaga, aby dla a > 0 zachodzito:

2Dowéd tego oczywistego stwierdzenia nie byt na zawodach wymagany.
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Po podstawieniu do tej nieréwnosci wyrazen (6) i (7) otrzymujemy:

2

n(l—mn)— L

577 |¢ < 0. (14)

1
59927TRQL2

Wszystkie wyrazy poza nawiasem kwadratowym sg tu dodatnie, musi wiec zachodzic¢:

1R

n(l—mn)— 572 < 0, (15)

a stad wynika:

) (16)

Poniewaz wyrazenie pod pierwiastkiem osiaga maksimum dla = 1/2, wiec na to, by dla kazdej
wartosci byl spetniony warunek réwnowagi trwatej, powinno zachodzi¢:

R 1

7> 7 (17)

Sposéb drugi (energetyczny)

Stan réwnowagi trwatej dowolnego uktadu mechanicznego odpowiada potozeniu, w ktorym ener-
gia potencjalna tego ukltadu osigga minimum, kazde bowiem wytracenie uktadu z tego stanu
wymaga wykonania pracy; podobna zasada obowigzuje rowniez w pozostatych dziatach fizyki.
Energie potencjalna uktadu (walec + ciecz) obliczymy, korzystajac z nastepujacych stwierdzen:

1. Energia potencjalna F walca jest taka, jakby cata masa walca byta skupiona w jego $rodku
ciezkosci S (jednorodne pole grawitacyjne).

2. Energia potencjalna cieczy jest rowna energii potencjalnej Fy, jaka miataby ciecz, gdy-
by przestrzen zajmowana przez zanurzona cz¢s¢ walca byta réwniez wypelniona ciecza,
pomniejszonej o energie potencjalng F, cieczy wypelniajacej objetosé zajmowana przez
zanurzong czes¢ walca.

Energia potencjalna rozpatrywanego uktadu jest wiec rowna:
E=FEy+ E; — Es. (18)

Poniewaz przy wychyleniach walca z polozenia réwnowagi poziom cieczy sie nie zmienia (al-
bowiem stala jest objeto$é¢ zanurzonej czesci walca), za poziom odniesienia, wzgledem ktorego
bedziemy liczyli energie potencjalna, przyjmujemy poziom powierzchni cieczy. Oczywiscie Fy =
const. bedac niezalezne od kata a. Wyrazenie na Fj(«) uzyskujemy natychmiastowo:

Ei(a) = P(—0S) cosa. (19)

Energia Es(«) natomiast jest réwna energii potencjalnej E(ABCD) cieczy wypekiajacej czesé
walca ABC'D pomniejszonej o energie potencjalna E(DOFE) cieczy wypelniajacej wycinek walca
DOEFE i zwigkszonej o energie potencjalna E(COF) cieczy wypelniajacej wycinek walca COF.
Ze wzgledu na symetrie zachodzi rownosé:

E(DOE) = —E(COF). (20)
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Obliczamy teraz:

gdzie z,, jest odlegtoscia $rodka masy wycinka walca od powierzchni cieczy. Jak wida¢ z Rys. 4:
1 3
Zm = 5Tm sina = 3—7;]% sin a. (22)

i wobec tego po skorzystaniu z wyrazenia (5) mamy:

D

Rys. 4
E(DOE) = %992R4 tg asin av. (23)
Biorac pod uwage, ze:
E(ABCD) = P(-05") cos «, (24)

mozemy napisac:

E(a) = Ey+ E; — E(ABCD) + 2E(DOFE) = P(OS" — OS) cosa + ElgngrR4 tgasina. (25)

Poniewaz: .
0S8 —0S =59 = §L(1 -n), (26)
wiec:
1 1
E(a)=FEy+ gngzLﬁL(l —n)cosa + ggggﬂR4 tg asin av. (27)
Po przeksztalceniach otrzymujemy:
1 272 1 R? -
E(a) :E0+§gg27rR L n(l—n)cosa—l—zﬁtgasma . (28)
Dla matych katow wychylenia a stosujemy przyblizenia:
: L,
sina ~ «, tga & a, Cosawl—ia, (29)
wtedy wyrazenie (28) przyjmuje postac:
1 991 R? 9
E(a) :EO—I—ZgQQWR L §ﬁ—n(1—n) a’. (30)
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Poniewaz FEy = const., natomiast drugi czton powyzszego wyrazenia jest kwadratows funkcjg
kata «, wobec tego funkcja F(a) ma minimum dla a = 0, gdy wspotezynnik przy o? jest

dodatni. Stad wynika warunek:

e (1= ) >0, (31)
identyczny z warunkiem (15) w poprzednim rozwiazaniu. Badanie pochodnej funkcji E(a) w
doktadnej postaci (28) prowadzi do wniosku, ze réwniez w przypadku zastapienia znaku nie-
réwnosci w (31) znakiem réwnosci, funkcja E(a) ma minimum dla o = 0. Scisty warunek, aby
pionowe potozenie walca bylo potozeniem réwnowagi trwalej niezaleznie od rodzaju cieczy, ma

wiec postac:

i (32)
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