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Zadanie T3 — XXXI OF, II stopien.

Na powierzchni cieczy ptywa jednorodna poétkula — o promieniu R, z przymocowanym sztywno
masztem, ktorego os pokrywa sie z osia potkuli (Rys. 1). Maszt ma przekrdj kotowy o promieniu
r < R. Gestosci materialéw, z ktorych wykonane sa maszt i pétkula, wynosza odpowiednio o,

1 0, Gesto$¢ cieczy wynosi: g.."

2r

Jaka powinna by¢ wysokosé masztu h, aby potkula nie toneta oraz aby pionowe potozenie masztu
bylto potozeniem réwnowagi trwatej? Jaki warunek powinna spelnia¢ gestos$¢ cieczy, aby maszt

mogt by¢ jak najdtuzszy?

Ipodobne zagadnienia: zad. T3, III st. XXX OF; zad. doéw., II st. LXX OF.
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Rozwigzanie zadania T3 — XXXI OF, II stopien.

Warunkiem ptywania potkuli jest réwnos¢ sity wyporu dziatajacej na poétkule i sity ciezkosci
catego uktadu:

F,=G. (1)
Sita ciezkosci uktadu wynosi:
G = Mg+ M,g, (2)
gdzie:
M,, = 1rho,, (3)
masa masztu, a masa potkuli wynosi:
2 3
M, = §7TR Op- (4)
Natomiast sita wyporu:
Fw = V/cha (5)
gdzie V' objetosé czesci zanurzonej potkuli:
/ 2 3
V' < gwR . (6)

W przypadku granicznym, gdy potkula nie tonie, a powierzchnia ptaska poétkuli pokrywa sie
z powierzchnig cieczy, mamy znak réwnosci w wyrazeniu (6) i dziala wtedy maksymalna sita
wyporu. Stad, aby potkula nie toneta, musi by¢ spetniony warunek:

2
Mg+ M,g < §7TR3QCQ. (7)

Po podstawieniu wyrazen (3) i (4) otrzymamy warunek na dtugosci masztu:

<2£3Qc_9p
3r2  onm

(8)

i zalezy od gestosci cieczy o.. Maksymalna dhugos¢ masztu, dla ktérej jeszcze, potkula nie tonie,
WYNosi:
h/ _ gRifS Oc — Qp
max 3 r2 Om

(9)
i zalezy od gestosci cieczy o..

Rozpatrzmy, jaki musi by¢ spelniony warunek, aby potozenie pionowe masztu byto potozeniem
rownowagi trwalej, tzn. aby uktad byt stabilny wobec matych wychylen. Przyjmujemy oznaczenia
takie, jak na Rys. 2: S, — Srodek masztu, S, — $rodek masy potkuli, S — $rodek masy uktadu
potkula-maszt.

Przechylmy uktad o niewielki kat a. Nie zmienia sie wtedy ksztalt zanurzonej czesci (jest to
cze$¢ kuli) oraz zgodnie z prawem Archimedesa objetosé zanurzonej czesci kuli. Stad wynika, ze
obrét zachodzi dookota poziomej prostej przechodzacej przez $rodek kuli O.

W czasie obrotu srodek ciezkosci wypartej cieczy W lezy zawsze dokladnie ponizej osi obro-
tu O i nie zmienia swojej wysokosci wzgledem na przykitad powierzchni cieczy, a sita wyporu
F,, — zaczepiona w punkcie W, dziata zawsze pionowo do géry wzdtuz promienia kuli, jest sitg
dziatajaca radialnie. Z tego wynika, ze jej wpltyw na stan réwnowagi jest zerowy (jej moment
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wzgledem punktu O wynosi zero). Na stan réwnowagi ma wplyw tylko moment sity ciezkosci
uktadu. Moment ten jest prostujacy (przywracajacy réwnowage) i bedzie on przeciwdziatal wy-
chyleniu uktadu, gdy ys < 0, tzn. punkt zaczepienia sily cigzkosci bedzie ponizej osi obrotu,
natomiast wywracajacy uktad, gdy ys > 0.

Do takiego samego rezultatu mozna doj$¢ rozpatrujac potozenie $rodka ciezkosci uktadu. Po-
niewaz srodek ciezkosci cieczy pozostaje zawsze na takim samym poziomie (np. w stosunku
do poziomu cieczy), na stan rownowagi ma wplyw tylko na polozenie srodka ciezkosci uktadu
potkula-maszt. Jezeli przy przechyleniu srodek masy bedzie si¢ podnosit, to uktad bedzie dazyt
do powrotu do pozycji pionowej (bedzie to réwnowaga trwata). Srodek masy uktadu musi wiec
znajdowac sie¢ pod osig obrotu, a wiec w potkuli.

W celu wyznaczenia potozenia srodka masy uktadu poétkula-maszt w stosunku do osi obrotu
potozonej w punkcie O konieczna jest znajomos$¢ potozenia srodka masy pétkuli i srodka masy
masztu. Srodek masy jednorodnej pétkuli S, znajduje si¢ na jej osi w odlegtosci 3R /8 od punktu
O (rozwiazanie zad. 1 stopien wstepny XXXI OF). Srodek masy masztu — jednorodnego walca,
Sy, znajduje sie w odlegtosci h/2 od punktu O. Srodek masy uktadu S znajduje sie na osi potkuli
i masztu w odlegtosci ys od punktu O i zgodnie z definicja:

h
AM,, — 3RM,
M, + M,,

Ys = (10)

Aby pionowe potozenie masztu byto potozeniem réwnowagi trwatej, musi by¢ speliony warunek
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ys < 0; po podstawieniu wyrazen (4) i (3) do (10) otrzymamy:

0, R?

h < .
20m T

(11)

Rozwazania powyzsze byly przeprowadzone przy zatozeniu, ze kat odchylenia « jest tak maty, ze
woda nie zwilza goérnej powierzchni potkuli. Maksymalna dtugos¢ masztu uzyskana z warunku
(11):

B — R? Op

maxr

— = 12

T (12)
nie zalezy od gestosci cieczy. Aby uktad spelial warunki zadania, dtugosé¢ masztu musi by¢ taka,
ze:

h < hmae = min(h], ., hir ). (13)

max?’ ' 'max

Zaleznos¢é maksymalnej wysokosci masztu h,,q, od gestosci cieczy o, przedstawiona jest na ry-
sunku 3.

Nalezy jeszcze wyznaczy¢é takie g, dla ktérego h jest najwieksze tzn. warunek (9) jest bardziej

og6lny od warunku (12). Poniewaz i h!? . (12) nie zalezy od gestosci cieczy, ma to miejsce, gdy:

h'/maw > h;;’tal" (14)
stad:
3 [0pOm T
00> Ot 5\ "5 (15)
>
P
Uwagi

Rozwiazanie zadania wymaga przyjecia zatozenia, ze réwnowaga trwata oznacza stabilnos¢ wobec
matych wychylen oraz, ze geometria czesci zanurzonej nie zalezy od kata wychylenia. Wida¢
bowiem, ze wychylenie ,t6dki” o kat dostatecznie duzy, aby czes¢ ,poktadu” znalazta sie ponizej
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poziomu cieczy, zmienia geometri¢ czesci zanurzonej i moze doprowadzi¢ do przewrdcenia todki.
Nalezy zauwazy¢, ze w granicznym przypadku ptywalnosci (,,poktad” réwny z poziomem cieczy)
sytuacja ta nastepuje juz dla dowolnie matego kata wychylenia.

Jezeli jako warunek stabilnosci uktadu przyjaé¢ warunek réwnowagi absolutnie trwatej (réwno-
waga uktadu dla dowolnych wychylen), wowczas Srodek masy musi by¢ potozony ponizej punktu
przytozenia sity wyporu dla dowolnych wychylen i zadanie jest wowczas nierozwiazalne. Rozwia-
zanie tego zadania sprawito zawodnikom duzo ktopotu. Najwicksza trudnos¢ stanowito podanie i
uzasadnienie warunku rownowagi trwatej uktadu i wynikajacego stad warunku na dtugos¢ masz-
tu. Wielu zawodnikow nie umiato przeprowadzi¢ poprawnej analizy sytuacji, gdy uktad zostaje
odchylony od potozenia pionowego. Wiekszo$¢ zawodnikéw wiedziata, ze decydujaca role odgry-
wa tu potozenie srodka ciezko$ci uktadu pétkula — maszt, ale nie potrafita w peli uzasadnié
koniecznosci jego potozenia wewnatrz potkuli. Natomiast wiekszo$é zawodnikéw potrafita wy-
znaczy¢ dhugosé masztu, dla ktoérej pétkula jeszcze nie tonie, niewielu jednak taczyto poprawnie
oba warunki i dyskutowalto otrzymany wynik, wyznaczajac warunek na gestos¢ cieczy.

Zadanie okazalo si¢ zadaniem ciekawym, zmuszajacym do interpretacji uzyskanych wynikow,
dobrze réznicujacym zawodnikéw. (Tylko 10% zaw. uzyskato punktacje powyzej 16 pkt na 20
pkt mozliwych.)
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