XXXI OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP WSTEPNY
Zadanie teoretyczne

Rozwiaz dowolnie przez siebie wybrane dwa zadania sposréd
ponizszych trzech:

ZADANIE T3

Nazwa zadania:

A. Oblicz moment bezwiladnosci jednorodnego stozka prostego o masie M,
promieniu podstawy R i wysokosci H wzgledem osi przechodzacej przez srodek
podstawy i wierzchotek.

B. Z duzej odlegtosci fotografujemy kule swiecaca jako ciato doskonale czarne (kulg
takg moze by¢ np. Stonce), otrzymujgc na bionie krgzek o pewnej srednicy.
Zaktadamy, ze kazdy punkt powierzchni kuli ma te samg temperature.

Czy zaczernienie krgzka na btonie (negatywie) we wszystkich punktach bedzie takie

samo? Dyfrakcje i dyspersje zaniedbujemy.

C. na kazdej granicy faz istnieje napiecie powierzchniowe podobne do napiecia
powierzchniowego na powierzchni rozdzielajgcej ciecz i powietrze. W przypadku
ciat anizotropowych, takich jak na przyktad krysztaty, wartos¢ tego napiecia na
roznych scianach moze by¢ rozna. Zatézmy, ze mamy krysztat w postaci
idealnego szescianu znajdujacy sie w roztworze nasyconym substancji tworzgcej
krysztat. Niech napiecia powierzchniowe na dwu przeciwlegtych pionowych
Scianach krysztatu bedg réwne o0,, a na pozostatych czterech $cianach o,#0,.
Zaktadamy, ze temperatura krysztatu i roztworu jest taka sama i ze roztwor
otacza krysztat ze wszystkich stron (gesto$¢ krysztatu jest réwna gestosci
roztworu).

Czy ukfad (krysztat + roztwér) znajduje sie w rownowadze termodynamicznej?

ROZWIAZANIE ZADANIA T3
A. zastosujemy najpierw typowg metode obliczania momentéw bezwitadnosci bryt
polegajacg na catkowaniu po objetosci bryty, a potem pokazemy jak mozna
rozwigzac to zadanie bez pomocy rachunku catkowego.
W pierwszym sposobie rozwigzania dzielimy stozek na cylindry o bardzo matej
grubosci scian dr (rys. 17). Cata masa takiego cylindra znajduje sie praktycznie w
odlegtosci r od osi stozka (r — promien podstawy cylindra), wobec tego jego moment
bezwtadnosci oblicza sie bardzo prosto. Przejdzmy zatem do obliczen.



Rys. 17
Na wstepie znajdziemy wyrazenie na gestos¢ stozka. Poniewaz objetos¢ stozka
1
WYNOosi thRzH , zatem gestosc jest rowna
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Objetos$¢ cylindra ¥ obliczamy mnozac pole jego podstawy 2rmrdr przez wysokosé,

ktéra wynosi 4 = HE —% E:

v =omrH -7 Gdr
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Masa cylindra jest wiec rowna
m=pV :2T[pHB —LHdr
0 RO

a po podstawieniu wyrazenia (1) na P:

m=6M—H-"Har

R0 RO
Moment bezwtadnosci omawianego cylindra jest zatem rowny

i=mr’ :6MLB—LH3dr
R*0 RO

Promien r cylindréw, na ktére ,rozkladamy” stozek zmienia sie w granicach od 0 do R
(promien podstawy stozka). Moment bezwtadnoéci stozka obliczamy zatem jako

catke:
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Widaé, ze moment bezwtadno$ci stozka wzgledem osi przechodzqcej przez srodek
podstawy i wierzchotek nie zalezy od jego wysokosci ani od stosunku wysokosci do
promienia podstawy.

A teraz podamy rozwigzanie zadania, wykorzystujgc analize wymiarowa.
Moment bezwtadnosci ma wymiar

[masa]-[dtugosc¢]?

Ws$réd danych mamy mase M oraz dwie dtugosci: R i H. Mozemy zatem przyjaé
nastepujacy wzor na moment bezwtadnosci

I =aMR fE%E (2)




Gdzie a jest statg liczbowa, zas f(H/R) bezwymiarowg funkcjg stosunku H/R (mozna
sprawdzic, ze np. wyrazenie aMRHf(H/R) bytoby rownowazne wyrazeniu (2).
Stozek mozemy ,roztozy¢” na dwie bryly przedstawione na rysunku 18: stozek

¢AR

Rys 18 « "
nieco mniejszy od stozka pierwotnego, ale don podobny oraz ,pokrywe stozkowg”
(zakropkowana na rysunku). Moment bezwtadnosci stozka jest oczywiscie sumg
momentow bezwtadnosci tych dwdch bryt.

Moment bezwtadnosci ,pokrywy” jest taki sam, jak ptyty kolistej o promieniu R i
grubosci AH. Przy zatozeniu, ze AH i AR sg mate, mamy:
I, -1 PTR'AH :EM&R2
2 2 H
Poniewaz
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zatem
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(3)
Wyrazenie na moment bezwtadnosci stozka ,zmniejszonego” otrzymujemy
podstawiajgc do wzoru (2) odpowiednio zmniejszone wymiary oraz mase:

I :apn;(R—AR)Z(H—AH)(R—AR)Z ,@%E

Korzystajgc ze wzoru (1) uzyskujemy
M

I, ZaR2

R-AR) (1 - am) FHLE 4
|[R-AR)*(H - A ST 4)
Po podstawieniu wyrazen, (2),(3) i (4) do oczywistego wzoru I =1, + 1 otrzymujemy
rownanie zawierajace wyrazy z 0 = o = W roznych potegach.

Przy zatozeniu & >>1 odrzucamy wyrazy z 5°,5°,8* jako bardzo mate i uzyskujemy
afﬁﬁ: i
ORO 10
A wiec

Jak w poprzednim rozwigzaniu.

B. Jak wida¢ z rysunku 19, kat brytowy Q, pod jakim wida¢ obraz ze srodka
soczewki (obiektywu), jest rowny katowi, pod jakim z tego punktu widaé
przedmiot.



kat brtowy O
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frddio promdeniowania

Rys. 19

Jasnos¢ obrazu (zaczernienie negatywu) bedzie proporcjonalne do ilosci Swiatta
przypadajgcej na jednostke kata brytowego Q, a wiec na jednostke powierzchni
obrazu (obraz jest maty, bo przedmiot znajduje sie w duzej odlegtosci).

Problem sprowadza sie do tego czy, element A4’B’ powierzchni ciata
Swiecgcego wysle w kierunku obiektywu aparatu wiecej Swiatta niz nachylony pod
innym katem element AB tej powierzchni, ktéremu odpowiada taka sama
powierzchnia obrazu. Poniewaz pole powierzchni elementu 4 B’ jest wieksze od pola
powierzchni elementu 4B, mozna by sadzi¢, ze odpowiadajagcy mu obraz bedzie
jasniejszy (w takim przypadku obraz kuli bytby jasniejszy przy brzegach). W
rzeczywistosci tak jednak nie jest. Ciato doskonale czarne promieniuje tak samo, jak
otwor we wnece z promieniowaniem. Poniewaz w takiej wnece promieniowanie jest
catkowicie izotropowe, zatem strumieh Swiatta (strumien fotonéw) emitowany w
kierunku obiektywu jest w przypadku elementéw powierzchni AB i A’'B’ -
traktowanych teraz jako otwory we wnece - jednakowy.

W konkluzji: zaczernienie obrazu swiecacej kuli na negatywie bedzie we wszystkich

punktach takie samo.

C. Z zalozenia, ze roztwér jest nasycony, wynika, ze objeto$¢ krysztatu jest stata
(zmiany objetosci, a wiec i masy krysztatu pociggnetyby za sobg zmiane stezenia
roztworu przy statej ilosci rozpuszczalnika).

Na to, aby ukfad znajdowat sie w réwnowadze termodynamicznej jego energia

swobodna powinna by¢ minimalna. Przy zatozeniu, ze gestosci krysztatu i roztworu

sq rowne, wystarczy rozpatrzyC energie zwigzang z napieciem powierzchniowym.

Gdyby napiecie powierzchniowe byto dla wszystkich Scian krysztatu jednakowe,

minimum energii odpowiadatoby minimalnej powierzchni, co przy statej objetosci

krysztatu zachodzi w przypadku szescianu (kula nie moze by¢é ze wzgledu na
zatozenie dotyczace krysztatu).

Rozpatrzmy teraz podang w =zadaniu sytuacje nierownowaznych $cian.
Przyjmiemy, ze dwie z nich — o napieciu powierzchniowym o, - sg kwadratami o
boku a, natomiast pozostate cztery — o napieciu powierzchniowym o, - prostokgtami
0 bokach a oraz c: boki a wystepujg na styku $cian o napieciu powierzchniowym o, i
0, , boki ¢ — na styku scian o napieciu powierzchniowym G, .

Catkowita energia zwigzana z napieciem powierzchniowym wynosi

E =2a’0, +4aco, (1)
Interesuje nas, dla jakich wartosci a energia ta osigga minimum przy spetnionym
warunku
a‘c=V (2)
gdzie V jest objetoscig krysztatu.
Wyrazenie (1) po uwzglednieniu warunku (2) przyjmuje postac



E=2d°0, + 4Ko2
a

Aby znalez¢ minimum tej funkcji obliczmy pochodng
dE Vv
— =4aq0,-4—0,
da a’
Z przyrownania tej pochodnej do zera otrzymujemy wartos¢ «, dla ktorej wystapi

ekstremum energii E:
o
a=s3—=
O-1

Aby sie przekonac, ze jest to istotnie minimum oinczmy drugg pochodng

d’E _d
da’ daé%a_‘b +8 0[0

Dodatnia wartos¢ drugiej pochodnej swiadczy, ze mamy do czynienia z minimum
funkciji.

Ze wzoru (3) wynika, ze tylko dla 0, =0, zachodzi ¢ =3/ i sze$cianowi
odpowiada minimum energii swobodnej. Jesli natomiast o, #0, (jak zatozono w
tresci zadania) minimum energii wystgpi dla nieszesciennego krysztatu. Znaczy to,
ze omawiany uktad nie znajduje sie w rownowadze termodynamiczne;.

Stezenie roztworu pozostajagcego w réwnowadze z krysztatem jest w istocie
rozne dla scian o réznych wartosciach napiecia powierzchniowego. Dzieki temu na
pewnych Scianach bedzie zachodzito rozpuszczanie krysztatu, na innych — jego
wzrost i dzieki temu w omawianej sytuacji krysztat bedzie zmieniat ksztalt. Pojecie
roztworu nasyconego odnosi sie tu do catego uktadu (krysztat + roztwér) i ma sens
podany na poczatku rozwigzania.
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