XLIV OLIMPIADA FIZYCZNA ETAP I
Zadania teoretyczne

ZADANIE T1

Gwiazde podobng do naszego Stonca mozna uwaza¢ za kule goracego gazu.
Temperatura i gesto$¢ tego gazu przyjmujg najwieksze wartosci w centrum gwiazdy.
Zaktadamy, ze jedynym czynnikiem powstrzymujgcym gwiazde przed zapadnieciem
sie pod wptywem sit grawitacji jest cisnienie gazu (rownowaga ,hydrostatyczna”).
Rozwazmy gwiazde, ktérej masa i promien wynoszg odpowiednio M = 1,2 * 10%° kg i
R = 4,5 * 10° m. Oznaczamy przez P (r) gesto$¢ gazu w odlegtosci r od $rodka
gwiazdy, a przez p, = P (0) — gestos¢ gazu w centrum. Niech m(r) oznacza mase

zawartg wewnatrz sfery o promieniu r.
Zgodnie z dobrym teoretycznym modelem otrzymuje sie nastepujgce dane (tabela I i

ryc. 1)

r'R

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

P (r)/ Py
1,000
0,897
0,649
0,385
0,199
0,096
0,046
0,024
0,011
0,003
0

m(r)/M

0
0,014
0,116
0,305
0,515
0,691
0,817
0,904
0,961
0,991
1,000
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1. Wykorzystujac powyzsze dane liczbowe wyznacz gesto$¢ p, w srodku gwiazdy w

kg/m® (zastosuj rozsadne przyblizenia bez zgadywania wzoru matematycznego
P =P ().

2a. Podaj przyrost cisnienia gazu p [p = p(r)] pomiedzy rir +Ar (ryc. 2) w zaleznosci
od m(r), P (r) i statej grawitacji G.

Ar

Ryc. 2

2b. Korzystajagc z wyniku otrzymanego w punkcie 2a oraz danych liczbowych
wyznacz ci$nienie po w N/m?* (Pa) w centrum gwiazdy [zastosuj przyblizenia podobnie
jak w punkcie 1].

3. Zatdz, ze mamy do czynienia z mtodg gwiazdg sktadajgca sie catkowicie z wodoru,
ktory jest w poblizu centrum catkowicie zjonizowany. Zjonizowany wodor mozna
traktowac jako mieszanine dwoch gazow doskonatych. Masa jednego mola protonow
wynosi 1 g, a masa jednego mola elektrondw wynosi w przyblizeniu 0 g. Wyznacz
temperature To w centrum gwiazdy. Stata grawitacji G = 6,67 * 10" Nm?kg®, stata
gazowa Rgaz = 8,31 J/molK.

Uwaga! W rozwazaniach mozesz skorzysta¢ z papieru milimetrowego.



ROZWIAZANIE ZADANIA T1

1. Catkowitg mase gwiazdy mozna wyrazi¢ poprzez catke
R
M = J'p(r)4T[r2dr. (1)
0

Calka ta jest w przyblizeniu rébwna sumie

M= p(r)4m BAr = 4TRp,S, (2)
gdzie

S1= 3 (r/R)’(p/py)A(r/R) (3)

Przyrost wzglednej odlegtosci od centrum przyjmujemy zgodnie z danymi w tabeli |

A (r/R) = 0,1. W celu obliczenia S1 tworzymy tabele Il, w ktdrej umieszczamy
wartosci wzglednych odlegtosci r/R, ich kwadratéw (r/R)?, a nastepnie p/p,

i (RY*(P/Py).

Zadowolimy sie oszacowaniem wartosci St1 korzystajac z metody graficznej.
Sporzadzamy zatem wykres zaleznosci (r/R)*(P/ P, ) (linia ciagta )od r/R, ryc.3.

R (IR’ P /Py (R(P/Py)
0 0 1,000 0
0,1 0,01 0,897 0,009
0,2 0,04 0,649 0,026
0,3 0,09 0,385 0,035
0,4 0,16 0,199 0,032
0,5 0,25 0,096 0,024
0,6 0,36 0,046 0,017
0,7 0,49 0,024 0,012
0,8 0,64 0,011 0,007
0,9 0,81 0,003 0,002

1,0 1,00 0 0

Warto$¢ S+ jest w przyblizeniu rowna polu tréjkata (linia przerywana) o podstawie
0,94 i wysokosci 0,035 (ryc. 3). Otrzymujemy S« U 0,165, co po podstawieniu do
rownania (2) daje

o 12%10%
ATR’S, T 4T(4,5%10%)°0,017

=6,2* 10" kg/m®.  (4)

p, U



0,04 -
0,035
0,03
0,025
0,02
0,015
0,01
0,005

2a. Rozwazmy stan rownowagi materii zawartej w matym cylindrze o podstawie A
znajdujacym sie wewnatrz gwiazdy pomiedzy r i r + Ar, ryc. 4. W warunkach
rownowagi zachodzi rownosé

m(r)p(r)* ALr

PA-(p+ Ap)A=G 2 (5)
skad otrzymujemy przyrost cisnienia
m(r)p(r)Qr
ap=-G"IPIE (6)
Ryc. 4
2b. Mozemy przyjac, ze cisnienie gazy przy powierzchni kuli jest rowne zero, p

(r) = 0. Spetnione jest zatem réwnanie

po+ > Ap=0, (7)

w ktérym sumowanie po przyrostach cisnienia Ap przeprowadzamy od centrum
gwiazdy do jej powierzchni. Korzystajgc z postaci (6) przyrostu Ap otrzymujemy



GMp, [m(r)/ M][p(r)/p,] _ GMp,
= O OA(r/R) =—28
po= "2 (r/R)’ (IR =R % (8

Podobnie jak w punkcie 1. konstruujemy tabele Ill oraz wykres zaleznosci
(m/M) * (P/ P, )(r/R)? od r/R. (ryc. 5).

Wartos¢ sumy Sz

(m/M)(p/p,)
= A(r/ R
Se= ) (- R) (r/R) (9)
2 -
1,5
1
0,5
O T T T T 1
D 0,2 04 0,6 0,8 1
-0,5
Tabela lll
rIR ("R)? p(r)/ p, m(r)/M (M/M)(P/ P, )/
(r/R)?
0 0 1,000 0 0
0,1 0,01 0,897 0,014 1,26
0,2 0,04 0,649 0,116 1,88
0,3 0,09 0,385 0,305 1,30
0,4 0,16 0,199 0,515 0,64
0,5 0,25 0,096 0,691 0,27
0,6 0,36 0,046 0,817 0,10
0,7 0,49 0,024 0,904 0,04
0,8 0,64 0,011 0,961 0,02
0,9 0,81 0,003 0,991 0,00

1,0 1,00 0 1,000 0,00



Jest rbwna w przyblizeniu polu tréjkata o podstawie 0,55 i wysokosci 2,0 (ryc. 5),
czyli jest rowna S: U 0,55. Zatem cisnienie gazu w centrum gwiazdy przyjmuje
wartos¢

_ GMp, ¢ (6:67*107)[(1,2010") (X6,20110°)
2

0,55 06,00010"° N/m?®> (1
4,50010° fm=(10)

Po

3. Dla mieszaniny n1 moli gazu ,1” i n2 moli gazu ,2”, zajmujgcej objetos¢ V, réwnanie
stanu ma postac

pV=(ni+n2) Reaz T,  (11)

gdzie p oznacza ci$nienie mieszaniny, a T — jej temperature. Gestos¢ mieszaniny
wyraza sie wzorem

+
p - nlml Vn2m2 , (12)

gdzie mi(i = 1,2) oznacza mase jednego mola i — tego gazu. Podzielimy obie strony
réwnania (11) przez nim+ + nmz. Dostajemy wtedy rownanie

p _R,.UT
p ms’r

: (13)

gdzie msr jest srednig mase jednego mola mieszaniny,

mm, +n,m,
Ms=—— (14)
n, +tn,

W przypadku jednakowej liczby protondéw i elektronéw, n1 = n2 = n, co odpowiada
neutralnemu tadunkowi gazu protonowo — elektronowego, otrzymujemy

_nllg _

r —

05g  (15)

n

Podstawiajac do réwnania (13) otrzymane w punktach 1 i 2 wartosci gestosci p,
| cisnienia po dostajemy ostatecznie wartos¢ temperatury w centrum gwiazdy,

_ pyOmg, _ (6,0010%) (5 0107) _

- = 5,8 10°K.
To= 0, OR,.  (62010%)(83 (16)

Zrédto:
Zadanie pochodzi z czasopisma ,Fizyka w Szkole”
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