R

XLV OLIMPIADA FIZYCZNA

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA
CZESC TEORETYCZNA
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Nazwa zadania Strzelanie z dziata na wschod.

Rok 1995/1996

Zrodto 50 lat olimpiad fizycznych. Wybrane zadania z rozwigzaniami pod red.
Janiszewski P. Mostowski J. PWN, Warszawa 2002;
T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Zadanie 1 — XLV OF, III stopien.

W punkcie P na powierzchni Ziemi, na szerokosci geograficznej ¢ = 60° znajduje si¢ dzialo. Lufa
dziata jest ustawiona poziomo i skierowana na wschéd. Pociski wystrzeliwane z tego dziata moga

poruszaé sie¢ po réznych orbitach wokotziemskich.

1. Jaki jest najkrotszy czas 7, po ktérym moze nastapi¢ spotkanie wystrzelonego pocisku z

punktem P?

2. Oblicz najmniejsza predkos¢ wystrzelonego pocisku wzgledem P, dla ktorej nastapi jego

spotkanie z punktem P po czasie T.

Nie uwzgledniaj istnienia atmosfery oraz przyjmij, ze $rodek Ziemi spoczywa w uktadzie iner-

cjalnym.

Do obliczen przyjmij nastepujace dane:
e stala grawitacyjna: G = 6,67 - 107! N - m? /kg?;
e masa Ziemi: M = 5,98 - 10** kg;
e promien Ziemi: R = 6,36 - 10° m;

e okres obrotu Ziemi wokot osi: T' = 8,62 - 10* s.
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XLV OF (1995/1996) ITI STOPIEN, CZESC TEORETYCZNA

Rozwigzanie zadania 1 — XLV OF, III stopien.

1. Pocisk krazacy po orbicie eliptycznej tuz przy powierzchni Ziemi wykonuje kilkanascie
okrazen w ciggu doby. Im wiekszy jest rozmiar elipsy, tym dtuzszy jest okres obiegu pocisku
(ITT prawo Keplera). Mozna zatem tak dobra¢ predkosé poczatkowa pocisku Vi (Rys. 1),
by catkowita wielokrotnosé obiegu byta roéwna T'. Najkrotszy czas 7 jest wiec rowny T

\'4 Ziemia

Rysunek 1

2. Zwiazek miedzy predkoscia pocisku V' w ukladzie inercjalnym zwiazanym ze Srodkiem
Ziemi a predkoscig pocisku v wzgledem punktu P w chwili wystrzalu jest nastepujacy

(w=2n/T):
V =v+ Rwcosyp . (1)
Dla orbity kotowej o promieniu R z centrum w $rodku Ziemi mamy:
GMm  mV}
m_ mVy. (2)
R R
skad otrzymujemy okres obiegu pocisku:
2T R R3
Ty = = 2m\| —— . 3
0 A n aM (3)
7 111 prawa Keplera dostajemy zaleznos¢:
3 2 3
s 07,5 ATa
Tl - ETO - GM ) (4)

gdzie T jest okresem obiegu pocisku po elipsie, ktorej potos wielka wynosi a. Korzystajac
teraz ze zwigzku miedzy a i calkowitg energia pocisku E !

GMm
o 5)

!Calkowita energic E = (mV?/2) — (GMm/r), gdzie r jest odlegloécia masy m od érodka Ziemii, mozna
wyrazié¢ poprzez catkowity moment pedu L = mVrsina, a mianowicie E = L?/(2mr?sin® a) — GMm/r, Rys.
1. Moment pedu L, tak jak i energia E, nie zmienia si¢ podczas ruchu masy m. W punkcie przecigcia wielkiej
polosi z elipsa predkos¢ masy m jest prostopadta do promienia wodzacego o poczatku w jednym z ognisk elipsy.
Zgodnie z oznaczeniami na rysunku 1 mamy: L = mVire = mVary. Zatem x = ry oraz x = ry s3 rozwiazaniami
réwnania F = L?/(2ma?) — GMm/x. Jest to réwnanie kwadratowe ze zwgledu na z. Suma pierwiastkéw tego
réwnnia jest réwna 11 +ro = —GMm/E, a z drugiej strony jest réwna podwojonej dtugosci wielkiej pélosi elipsy.

a=—
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gdzie F jest wielkoScig statg i w zwiazku z tym mozemy ja obliczy¢ np. dla chwili poczat-

kowej: ,
o m;/1 B G]\ém 7 (6)
dostajemy: )
o= (P-g) (7
Po podstawieniu (7) do wzoru (4) otrzymujemy:
2 2\ -3
= G(naw) ®

Poniewaz warunkiem spotkania pocisku z punktem P powierzchni Ziemi jest rownosé:

nly =T (n — liczba naturalna) , 9)
to:
2 Am2n?
2 _ & 8l AT
= GM(R GMT?) (10)

Warunkiem koniecznym obiegu pocisku po elipsie o pétosi a > R jest:

GM
VizV= "5 (11)

Zatem musi by¢ spelniona nierownosé:
[47:202 2/3
l) o/ 4men :<nT0> l’ (12)
R T2 T R

< T
n<—.
X T,
Stosunek T'/Ty ma warto$¢ 17,07. Najwieksza liczba n spetniajaca nieréwnosé (13) jest
wiec n = 17. Liczbie n = 17 odpowiada wiec najmniejsza predko$¢ Vi okreslona przez
réwnanie (10):

czyli:
(13)

Vi =7,93 km/s .

Predkos¢ Vi jest tylko nieco wieksza od pierwszej predkosci kosmicznej. Nastepnie, ko-
rzystajac z (1), obliczamy najmniejsza predkos$é pocisku wystrzelonego wzgledem punktu
P:

v=V,—Rwcosp="7,7km/s .
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