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Zadanie Z1 - XLVI OF, III stopień

Na dwóch cienkich, jednorodnych prętach o długości l i masie m każdy, zawieszono cienką jed-
norodną deskę prostokątną o bokach a, b oraz masie M , rys. 1. Oblicz częstość małych drgań
układu odbywających się w płaszczyźnie rysunku.
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Rozwiązanie zadania Z1 - XLVI OF, III stopień

Dolne końce prętów, jak również środek masy deski S, poruszają się po łukach okręgów o pro-
mieniu l, z tym, że S porusza się po okręgu o środku znajdującym się o b/2 poniżej punktów
zaczepienia prętów.

Oznaczmy przez ϕ kąt odchylenia prętów od pionu, rys. 2. Energia kinetyczna każdego z prętów
jest równa:

T1 =
I
.
ϕ2

2
, (1)

gdzie I = (1/3)ml2 jest momentem bezwładności pręta względem prostopadłej osi przechodzącej
przez jego koniec, a

.
ϕ = dϕ/dt jest chwilową prędkością kątową pręta.

Deska przemieszcza się ruchem postępowym (nie wykonuje obrotów), zatem energia kinetyczna
deski wynosi:

T2 =
M(l

.
ϕ)2

2
, (2)

gdzie l
.
ϕ = v jest chwilową prędkością środka masy deski. Dla kątów ϕ dostatecznie małych, dla

których możemy przyjąć cosϕ ≃ 1− ϕ2/2, energia potencjalna pręta jest równa:

V1 = −mg
l

2
cosϕ+ C1 =

1
4
mglϕ2 + C ′1, (3)

zaś energia potencjalna środka masy deski jest równa:

V2 = −Mgl cosϕ+ C2 =
1
2
Mglϕ2 + C ′2, (4)

gdzie Ci, C ′i (i = 1, 2) są stałymi, zależnymi od wyboru zera energii potencjalnej. Całkowita
energia mechaniczna układu wynosi zatem:

E − 2T1 + T2 + 2V1 + V2 = A
.
ϕ2 +Bϕ2 + C, (5)

gdzie:

A =
(2/3)m+M

2
l2, (6)

B =
m+M
2
lg. (7)

Energia E pozostaje stała podczas ruchu, więc jej pochodna jest równa zero:

dE
dt
= 2A

.
ϕ
..
ϕ+ 2Bϕ

.
ϕ = 0, (8)

gdzie
..
ϕ oznacza drugą pochodną ϕ po czasie:

..
ϕ = d2ϕ/dt2. Z warunku dE/dt = 0 dostajemy

równanie:
..
ϕ+
B

A
ϕ = 0, (9)

które opisuje ruch harmoniczny o częstości kołowej ω =
√
B/Ä. Częstość małych drgań rozwa-

żanego układu wynosi więc:

ω =

√
B

A
=

√
M +m
M + (2/3)m

g

l
. (10)
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Wartość ω można również otrzymać bez obliczania pochodnej energii E. Wystarczy rozpoznać
w (5) równanie odpowiadające ruchowi harmonicznemu. Możemy wtedy założyć ϕ = a sinωt,
.
ϕ = ωa cosωt. Ponieważ E i C są stałe, to stała w czasie musi być wielkość:

A
.
ϕ2 +Bϕ2 = Aω2a2 cos2 ωt+Ba2 sin2 ωt = a2(ω2A−B) cos2 ωt+Ba2,

czyli musi zachodzić równość ω2 = B/Ä.
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