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Zadanie teoretyczne — T

Nazwa — Czesto$¢ drgan uktadu

Zrodra — Komitet Gléwny Olimpiady Fizycznej
— Andrzej Wysmotek, sekretarz naukowy ds. zad. teoret. KGOF, IFD UW
— Pawetl Janiszewski, Jan Mostowski (red.): 50 lat olimpiad fizycznych.
Wybrane zadania z rozwigzaniami. WN PWN, Warszawa 2002
— T.M. Molenda, IF US, www.OF.szc.pl.

Zadanie Z1 - XLVI OF, III stopien

Na dwoch cienkich, jednorodnych pretach o dtugosci [ i masie m kazdy, zawieszono cienka jed-
norodng deske prostokatng o bokach a, b oraz masie M, rys. 1. Oblicz czesto$¢ matych drgan
uktadu odbywajacych sie w ptaszczyznie rysunku.
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Rozwigzanie zadania Z1 - XLVI OF, III stopien

Dolne konice pretéw, jak réwniez srodek masy deski S, poruszaja sie¢ po tukach okregéow o pro-
mieniu [, z tym, ze S porusza si¢ po okregu o $rodku znajdujacym si¢ o b/2 ponizej punktow
zaczepienia pretow.

Oznaczmy przez ¢ kat odchylenia pretéw od pionu, rys. 2. Energia kinetyczna kazdego z pretow

jest réwna:
¢
- 1
2 ? ( )

gdzie I = (1/3)ml? jest momentem bezwladnosci preta wzgledem prostopadtej osi przechodzacej
przez jego koniec, a ¢ = dp/dt jest chwilowa predkoscia katowa preta.

T

Deska przemieszcza sie ruchem postepowym (nie wykonuje obrotéw), zatem energia kinetyczna
deski wynosi:

(2)

gdzie lp = v jest chwilowa predkoscia $rodka masy deski. Dla katéw ¢ dostatecznie matych, dla
ktérych mozemy przyjaé cos p ~ 1 — ©?/2, energia potencjalna preta jest réwna:

[ 1
Vi= —mg Cos g +C = zmglcp2 + C1, (3)

za$ energia potencjalna srodka masy deski jest rowna:
1
\/gz—Mglcosgo+C'2:§Mglg02+C§, (4)

gdzie C;, C! (i = 1,2) sa stalymi, zaleznymi od wyboru zera energii potencjalnej. Catkowita
energia mechaniczna uktadu wynosi zatem:

E — 2Ty + Ty + 2Vi + Vi = Ap” + By* + C, (5)
gdzie:
2 M
2
M
B:m; lg. (7)

Energia E pozostaje stata podczas ruchu, wiec jej pochodna jest réwna zero:

dE
T 2App +2Bpp =0, (8)

gdzie { oznacza druga pochodng ¢ po czasie: ¢ = d*p/dt?. Z warunku dE/dt = 0 dostajemy
rOwnanie:

. B
e =0 9)

ktore opisuje ruch harmoniczny o czestosci kotowej w =/ B/ A. Czestosé matych drgari rozwa-

zanego uktadu wynosi wiec:
B M+m g
pr— Elp— R 10
CTVA TN M 23)mi (10)
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Warto$¢ w mozna réwniez otrzymaé bez obliczania pochodnej energii EF. Wystarczy rozpoznaé
w (5) réwnanie odpowiadajace ruchowi harmonicznemu. Mozemy wtedy zalozyé¢ ¢ = asinwt,
¢ = wacoswt. Poniewaz E i C' sg state, to stata w czasie musi by¢ wielkos¢:

AP® + Byp? = Aw?a® cos® wt + Ba®sin® wt = a*(w?A — B) cos? wt + Ba?,

czyli musi zachodzi¢ réwnosé¢ w? = B/ A.

Rys. 2
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