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Zadanie T1 - XLVII OF, stopien III.

Cienka, jednorodna obrecz o promieniu R i masie M moze obraca¢ sie swobodnie w ptaszczyZnie
pionowej wokét ustalonej osi O, rys. 1. Wewnatrz tej obreczy, w tej samej ptaszczyznie znajduje
sie mniejsza, tez cienka i jednorodna obrecz o promieniu r (r < R) i masie m. Mniejsza obrecz
podczas ruchu toczy sie bez poslizgu po wewnetrznej stronie duzej obreczy. W chwili poczatko-
wej obie obrecze sa nieruchome, a mata obrecz jest wychylona z potozenia réwnowagi (rys. 1).

Przyspieszenie ziemskie ma wartosé g.

3. )

Rys. 1

Oblicz czestosé matych drgan uktadu w dwdch granicznych przypadkach:
1) masa m jest znacznie mniejsza od M (m < M);
2) masa m jest znacznie wieksza od M (m > M).
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Rozwigzanie zadania T1 - XLVII OF, stopien III.

Oznaczmy przez a,,, oy katy obrotu, matej i duzej obreczy wzgledem uktadu inercjalnego.
Kierunki wzrostu katow zaznaczono na rysunku 2. Przyjmujemy «,, = aj = 0 w najnizszym
polozeniu matej obreczy.

Rys. 2

W punkcie styku P dziata styczna sita tarcia o wartosci 7'. Rownania ruchu obreczy maja postac:
mr? W= —rT (1)
MR? &= RT (2)

gdzie przez w,, i wy oznaczyliémy predkosci katowe, a przez w,= dw,,/dt i wy= dwy/dt
przyspieszenia katowe obreczy. Po podzieleniu stronami powyzszych réwnan otrzymujemy

MRwy = —mrw,, . (3)

1) Z réwnania (3) widaé, ze w przypadku m < M duza obrecz pozostaje praktycznie w spo-
czynku (wobec wy < wy, 1 warunku poczatkowego ruchu réowniez wy, < wy,). Speklniona jest
wtedy zaleznos¢

r(am +7) = Ry . (4)
Rozwazajac obrot matej obreczy wokét chwilowej osi obrotu, przechodzacej przez punkt styku
P, otrzymujemy réwnanie ruchu

2mriw, = —mgrsiny | (5)

gdzie 2mr? jest momentem bezwtadnosci malej obreczy wzgledem osi przechodzacej przez punkt
P (tw. Steinera). Z réwnania (4), po obliczeniu pochodnej czasowej obu stron, otrzymujemy

d?y
Twy, = (R — r)@ : (6)

Podstawiamy (5) do (6) przyjmujac dla matych katow siny = ~, co prowadzi do réwnania
2rWp = =g - (7)
Po podstawieniu (6) do (7) otrzymujemy rownanie oscylatora harmonicznego,

d*y g
=0 8
a2 Tar—n' " ®)
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o czestosci drgan

9
0 = m (9)

2) W przypadku m > M mata obrecz praktycznie nie obraca sie wzgledem uktadu inercjalnego,
cho¢ toczy sie po duzej obreczy. Jest to mozliwe dlatego, ze duza obrecz obraca si¢ wokot osi
O. Wobec malej wartosci stosunku M/m mozemy zaniedbaé energie kinetyczna duzej obreczy.
Srodek masy malej obreczy S znajduje sie stale w odlegtosci R — r od osi O. Poniewaz mata
obrecz przemieszceza sie ruchem postepowym, jej energia kinetyczna jest taka, jak w przypadku
punktu materialnego o masie m w $rodku obreczy S. Energia potencjalna obreczy jest réwniez
taka sama jak energia punktu materialnego. Czesto$¢ drgan uktadu w przypadku m > M jest
rowna czestodci drgan wahadta matematycznego o dtugosci [ = R —r,

g
Qy = . |
2"V R (10)

Rozwigzanie ogolne podane przez dwoch uczestnikow zawodow II1 stopnia

Zgodnie z warunkiem toczenia w punkcie styku P predkos¢ liniowa malej obreczy jest réwna
predkosci liniowej duzej obreczy. Mamy zatem w punkcie P

vs + wpr = wy R, (11)

gdzie przez vs oznaczyliSmy predko$é¢ srodka masy S malej obreczy. Przyspieszenie punktu S
WYynosi

iny—T
4 = ISy | (12)
m
a z drugiej strony z réwnania (11) mamy
d
ag = % = —rw, + Rw) . (13)

Korzystajac z rownan (1 — 2) oraz (12 — 13) dostajemy

m
iny=T(2+ — 14
mg sin -y ( + M> ; (14)
co pozwala zapisa¢ réwnanie (12) w postaci

mg sin vy

mas = mg Sin’)/ — m s (15)
skad
m + M
= ———¢gsin~y . 1
s m—l—2MgSln7 (16)

Korzystajac z analogii z wahadlem matematycznym o dtugosci [ = R — r (przyspieszeniu g
odpowiada tu ¢’ = g(m + M)//(m + 2M)) widzimy, ze czestosé drgan uktadu dwoch obreczy

Wynosi
m+ M
17
\/> \/ R—rm+2M " (17)

W przypadkach granicznych dostajemy z réwnania (17) dla m < M wynik (9), zas dla m > M
dostajemy wynik (10).
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