
Zadanie T3
Jednorodny, metalowy walec o masiem i promieniu r po lożono poziomo na dwóch równoleg lych,
odleg lych od siebie o d prostoliniowych przewodach, które tworz ↪a równi ↪e pochy l ↪a nachy-
lon ↪a do poziomu pod k ↪atem α. Końce przewodów s ↪a po l ↪aczone ze sob ↪a opornikiem o
oporze R. Ca ly uk lad znajduje si ↪e w skierowanym poziomo, prostopadle do osi walca,
sta lym i jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B (patrz rysunek 4).
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a) Jaka jest pr ↪edkość maksymalna vmax, jak ↪a w rozważanej sytuacji może osi ↪agn ↪ać sta-
czaj ↪acy si ↪e walec? Przedyskutuj wynik w zależności od wartości k ↪ata α.
b) Wyznacz zależność przyspieszenia a oraz przyspieszenia k ↪atowego ε od jego pr ↪edkości
v. Podaj wartości a i ε dla v = 0 oraz v = 1

2
vmax.

c) Opisz jakościowo zachowanie si ↪e walca w przypadku, gdy nadano mu pr ↪edkość pocz ↪atkow ↪a
(wzd luż przewodów) wi ↪eksz ↪a od vmax.
Walec toczy si ↪e bez poślizgu. Opory toczenia, opór powietrza oraz opory elektryczne
drutów i walca można zaniedbać. Przyjmij, że poza blisk ↪a okolic ↪a miejsc styku walca z
przewodami, pr ↪ad p lyn ↪acy przez walec jest równomiernie roz lożony na ca lej powierzchni
jego przekroju poprzecznego.

Rozwi ↪azanie T3
a), b) Gdy walec stacza si ↪e z pr ↪edkości ↪a v, to indukowana si la elektromotoryczna jest
równa

U = vdB sinα, (1)

która powoduje, że p lynie przez niego pr ↪ad

I =
U

R
=
vdB sinα

R
. (2)

Ten pr ↪ad wytwarza si l ↪e elektrodynamiczn ↪a równ ↪a

FB = IdB, (3)

i skierowan ↪a pionowo w gór ↪e (ta si la musi si ↪e przeciwstawiać zmianie strumienia indukcji
magnetycznej, dlatego w przypadku staczaj ↪acego si ↪e walca jest skierowana w gór ↪e, a nie
w dó l).
Rozważmy teraz moment si ly elektrodynamicznej wzgl ↪edem chwilowej osi obrotu walca.
Zgodnie z treści ↪a zadania pr ↪ad I jest roz lożony równomiernie na ca lej powierzchni prze-
kroju poprzecznego walca (jest to naturalne za lożenie gdy d � r), zatem również si la
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FB jest sum ↪a równomiernie roz lożonych si l dzia laj ↪acych na poszczególne ”linie pr ↪adu”.
Suma momentów tych si l (wzgl ↪edem dowolnego punktu) jest równa momentowi si ly FB
(wzgl ↪edem tego samego punktu) przy lożonej do środka walca. Jest to analogiczna sytu-
acja jak przypadku si ly ci ↪eżkości dzia laj ↪acej na cia lo znajduj ↪ace si ↪e w jednorodnym polu
grawitacyjnym.
Uwzgl ↪edniaj ↪ac si l ↪e grawitacyjn ↪a, ca lkowity moment si ly wzgl ↪edem chwilowej osi obrotu
walca jest równy

M = (mg − FB) r sinα.

Przyspieszenie k ↪atowe walca zatem wynosi

ε =
(mg − FB) r sinα

I +mr2
=
mg − 1

R
vd2B2 sinα
3
2
mr

sinα, (4)

gdzie I = 1
2
mr2 jest momentem bezw ladności walca wzgl ↪edem jego osi. St ↪ad przyspiesze-

nie walca jest równe

a = εr =
mg − 1

R
vd2B2 sinα
3
2
m

sinα =
2

3
g(1− v

vm

) sinα, (5)

gdzie wprowadzilísmy oznaczenie

vm =
mgR

d2B2 sinα
. (6)

Ponieważ a > 0 dla v < vm oraz a = 0 dla v = vm, wzór (5) oznacza, że powyższe vm jest
maksymaln ↪a pr ↪edkości ↪a, jak ↪a walec może osi ↪agn ↪ać w rozważanej sytuacji (tzn. gdy jego
pr ↪edkość pocz ↪atkowa jest równa 0). Oznacza to, że vm = vmax, czyli szukana w punkcie
a) pr ↪edkość maksymalna jest równa

vmax =
mgR

d2B2 sinα
. (7)

Wzór na a w nowych oznaczeniach przyjmie postać

a =
2

3
g
(

1− v

vmax

)
sinα. (8)

Dla v = 0 otrzymujemy

a =
2

3
g sinα, (9)

dla v = vmax

2
otrzymujemy

a =
1

3
g sinα. (10)

Dyskusja zależności vmax od α:
Zauważmy, że zgodne z treści ↪a zadania wartości α odpowiadaj ↪a 0 ≤ α < π/2.
Ze wzoru (7) wynika, że vmax jest najmniejsze dla α = π/2 i rośnie gdy α maleje. Gdy
α d ↪aży do 0, vmax d ↪aży do nieskończoności. Zauważmy jednak, że im mniejsze α, tym
mniejsze jest przyspieszenie, a wi ↪ec wzrasta czas osi ↪agni ↪ecia pr ↪edkości zbliżonej do vmax.
W przypadku dok ladnego α = 0 wcale nie b ↪edziemy mieli nieskończonej pr ↪edkości mak-
symalnej, gdyż wtedy przyspieszenie jest równe 0 i walec pozostanie w spoczynku (czyli
można przyj ↪ać, że prawdziwe vmax = 0). Warto zauważyć, że tak naprawd ↪e przypadki z
różnymi α odpowiadaj ↪a tej samej granicznej wartości pionowej sk ladowej pr ↪edkości walca
równej mgR

d2B2 !
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c) Formalnie wzór (8) obowi ↪azuje również dla v > vmax; wynika z niego, że walec b ↪edzie
zmniejsza l swoj ↪a pr ↪edkość, aż do osi ↪agni ↪ecia pr ↪edkości vmax. Jednak w rzeczywistości w
tej sytuacji suma si ly FB i si ly grawitacyjnej jest skierowana do góry, co oznacza, że walec
oderwie si ↪e od przewodów. To jednak oznacza przerwanie obwodu i wy l ↪aczenie dzia lania
si ly FB, a wi ↪ec niemożność oderwania si ↪e walca od przewodów! W praktyce sytuacja
b ↪edzie taka, że ze wzgl ↪edu na zmniejszenie si ly nacisku opór w obwodzie wzrośnie na tyle,
że FB b ↪edzie jednak mniejsze od mg. W idealnym przypadku FB = mg, co oznacza,
że walec porusza lby si ↪e ze sta l ↪a pr ↪edkości ↪a. Dok ladnie co by si ↪e w rzeczywistości dzia lo
w takiej sytuacji nie można jednak określić na podstawie treści zadania i potrzebne s ↪a
dodatkowe za lożenia.
Punktacja
Wyznaczenie si ly elektromotorycznej (wzór (1)) – 1pkt.
Wyznaczenie pr ↪adu I (wzór (2)) – 1pkt.
Wzór na si l ↪e elektrodynamiczn ↪a (wzór (3)) – 1pkt.
Wyznaczenie przyspieszeń a i ε (wzory (5) i (4)) – 2pkt.
Wyznaczenie vmax(wzór (7) ) – 1pkt.
Podanie szczególnych wartości a dla v = 0 i v = vmax/2 (wzory (9) i (10)) – 1pkt.
Dyskusja zależności vmax od α, w szczególności wyjaśnienie przypadku α = 0 – 1pkt.
Zauważenie, że przyj ↪ecie v > vmax przy za lożeniu, że obwód pozostaje zamkni ↪ety i opór
si ↪e nie zmienia, powoduje oderwanie walca i prowadzi do sprzeczności – 2pkt.
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