LXVI OLIMPIADA FIZYCZNA — ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okregowych Komitetéw Olimpiady Fizy-
cznej w terminach: cze$¢ I — do 14 pazdziernika b.r., czes¢ 11 — do 18 listopada b.r. O kwalifikacji
do zawodoéw 11 stopnia bedzie decydowa¢ suma punktéw uzyskanych za rozwiazania zadan czeéci I I1.

Przed wyslaniem rozwiazan prosimy o zarejestrowanie sie na stronie internetowej
http://www.kgof.edu.pl/rejestracja.

Szczegdty dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalez¢ na stronie internetowej
http:/ /www.kgof.edu.pl.

Krétka informacja na temat poprawnej redakcji rozwiazan zadan Olimpiady Fizy-
cznej

Zadania powinny by¢ rozwiazane jasno, przejrzysScie i czytelnie. Kazde zadanie powinno by¢
rozwiazane na oddzielnej kartce papieru. Poszczegdlne etapy rozumowania nalezy opisa¢, a wszelkie
zaleznoéci fizyczne, ktére nie sa wprost podane w podrecznikach szkolnych — udowodni¢. Nalezy
réwniez objaéni¢ wszelkie oznaczenia wystepujace w rozwiazaniach zadan. Rysunki moga by¢ wyko-
nane odrecznie — musza by¢ jednak przejrzyste i czytelne oraz dobrze opisane w tekscie.

Rozumowanie przedstawione w rozwigzaniach nie moze zawiera¢ luk logicznych. Kazdy krok rozu-
mowania powinien by¢ zwiezle opisany, a przyjete zalozenia — klarownie uzasadnione. Rozwleklos$é
jest uznawana za ujemna ceche pracy.

Rozwiazanie zadania teoretycznego powinno by¢ poprzedzone analizg problemu poruszanego w
zadaniu, a zakonczone dyskusja wynikéw. Rozwiazania zadan teoretycznych powinny odnosi¢ sie do
ogolnej sytuacji opisanej w treéci, dane liczbowe (o ile zostaly podane) powinny byé¢ podstawione
dopiero do ostatecznych wzoréow.

W zadaniach do$wiadczalnych nalezy wyraznie rozgraniczy¢ czedci teoretyczng i do$wiadczalna.
Czes¢ teoretyczna zadania do$wiadczalnego powinna zawiera¢ analize problemu wraz z wyprowadze-
niem niezbednych wzoréw (o ile nie ma ich wprost w podrecznikach szkolnych) oraz sugestie metody
doswiadczalnej. Cze$¢ doswiadczalna powinna zawiera¢ m.in. opis ukladu do$wiadczalnego ilus-
trowany rysunkiem, opis wykonanych pomiaréw, wyniki pomiaréw, analize czynnikéw mogacych
wplywaé¢ na wyniki (jak np. rozpraszanie energii lub opory wewnetrzne miernikéw), opracowanie
wynikow wraz z dyskusja niepewnosci pomiarowych. Wykresy do zadania do§wiadczalnego powinny
by¢ starannie wykonane, najlepiej na papierze milimetrowym. Ocenie podlegaja wytacznie elementy
rozwiazania opisane w pracy. W zadaniach do$wiadczalnych osobno oceniana jest czesS¢ teoretyczna
i cze$¢ doswiadczalna.

W rozwiagzaniach mozna postugiwa¢ sie dowolnym ukladem jednostek, chyba ze tekst zadania
moéwi wyraznie inacze].



CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 18 listopada 2016 r.)

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu
papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ identyfikator otrzymany w
trakcie rejestracji oraz nazwisko i imie autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy do-
datkowo nalezy poda¢ adres e-mail autora pracy oraz nazwe i adres szkoly. Osoby, ktére
chca by¢ poinformowane listownie o wynikach kwalifikacji, do pracy powinny dolaczy¢
zaadresowana do siebie koperte z naklejonym znaczkiem.

ZADANIA TEORETYCZNE
Nalezy przestaé¢ rozwiazania trzech (i tylko trzech) dowolnie wybranych zadan teo-
retycznych. Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 20 punktéw.

Zadanie T1

Rys. 1. Stan poczatkowy rozwazanego uktadu desek. Rysunek nie uwzglednia faktu, ze pierwsza
deska jest diuga.

Deska o masie mq, dlugoSci L; oraz gruboSci d, gdzie L; > d, ma jeden koniec $ciety pod
katem 45°. Deska ta jest poczatkowo oparta o druga deske o grubosSci réwniez d 1 masie meo,
spoczywajaca na poziomym stole — tak jak przedstawiono to na rysunku.

Wyznacz konicowa predkos¢ drugiej deski.

Pomin tarcie i inne opory ruchu.

Moment bezwiadno$ci cienkiego preta o diugosci [ i masie m wzgledem osi prostopadlej do niego
i przechodzacej przez jego Srodek masy wynosi ﬁml?

Zadanie T2

Kondensator plaski sklada sie z dwdch prostokatnych metalowych okladek o wymiarach
a X b, miedzy ktérymi znajduje sie jednorodny dielektryk o stalej dielektrycznej réwnej €,. Odleglosé
miedzy okladkami wynosi d, przy czym d < a oraz d < b. Kondensator naladowano pewnym
ladunkiem i potozono na réwni pochylej o kacie nachylenia «, tak ze krawedzie b sa poziome. Gérna
oktadka kondensatora nie jest przymocowana i moze $lizga¢ sie bez tarcia po dielektryku. W stanie
réwnowagi ta oktadka byta przesunieta wzgledem dolnej oktadki i dielektryka o z, przy czym =z > d
— patrz rysunek.



Rys. 2. Kondensator na réwni pochylej

Wiedzac, ze masa gornej okladki wynosi m, wyznacz tadunek, ktérym byl naladowany konden-
sator.

Pomin mozliwo$¢ przechylenia sie gérnej oktadki dla = > a/2.

Dolna okladka i dielektryk sa nieruchome wzgledem réwni.

Jako wskazéwke mozesz wykorzysta¢ rozwiazanie zadania 3. z finalu LXV Olimpiady Fizyczne;j.

Zadanie T3

Czes¢ klimatyzatoréw ma mozliwo$¢ pracy w trybie grzania, gdy otoczenie budynku jest zimniejsze
od jego wnetrza. W tym trybie klimatyzator dziala jako pompa ciepla: pobiera cieplo z otoczenia,
chlodzac powietrze na zewnatrz, i oddaje ciepto do ogrzewanego pomieszczenia, pobierajac przy tym
energie elektryczna (jego elementy wykonuja w tym procesie prace). Rozwazmy pracujacy w tym
trybie klimatyzator, ktérego moc grzania wynosi Pg. W skali Celsjusza temperatura zewnetrznych
elementéw klimatyzatora (chlodnicy) wynosi t,, a temperatura elementéw wewnetrznych (grzatki)
to ty.

a) Wyznacz minimalng moc elektryczng Pe potrzebna do ogrzewania tego pomieszczenia przy
zalozeniu najwickszej teoretycznie mozliwej efektywnosci.

b) Rzeczywista zuzywana przez klimatyzator moc elektryczna Py jest wieksza niz Po. Przyjmi-
jmy, ze nadmiar mocy Pr— P jest w calo$ci zamieniany na ciepto i ogrzewa pomieszczenie (czyli jest
czescig P ). Wyznacz, jaka jest szybko$¢ przepltywu powietrza J przez zewnetrzny element klimatyza-
tora, przy zalozeniu, ze to przeplywajace powietrze jest chtodzone od temperatury (w skali Celsjusza)
otoczenia t,; do temperatury zewnetrznych elementéw klimatyzatora t,. Ci$nienie zewnetrzne wynosi
Pot- Przyjmij, ze powietrze jest gazem doskonalym o molowym cieple wiasciwym przy stalej objetosci
réwnym gR, gdzie R jest uniwersalna stala gazowa. Przez szybko$¢ przeplywu powietrza rozumiemy
objetos¢ powietrza wyplywajacego w jednostce czasu z zewnetrznego elementu klimatyzatora.

Wyznacz wartosci liczbowe Pe oraz J dla P = 3kW, Pr = 1.5kW, t, = 35°C, t, = —20°C,
tor = —10°C, po; = 105 Pa. Uniwersalna stata gazowa R = 8,3 J/(mol-K).



Zadanie T4 — numeryczne

Jednym z klasycznych zagadnieni mechaniki jest problem znalezienia krzywej najkrétszego spadku
— brachistochrony. W tym zadaniu bedziemy badali podobne zagadnienie dla ograniczonej klasy
krzywych, ale z uwzglednieniem oporu powietrza.

Rozwazmy ciato materialne mogace poruszaé sie bez tarcia po paraboli y = ax®+bx+c od punktu
r =0,y =0 do punktu x = 1, y = y; (moze to by¢ np. koralik nanizany na drut). Cialo znajduje sie
w jednorodnym polu grawitacyjnym o natezeniu g skierowanym przeciwnie do zwrotu osi y. Précz
grawitacji oraz sily reakcji wiezéw, gwarantujacej, ze cialo pozostaje na rozwazanej paraboli, dziala
na nie sita oporu, skierowana przeciwnie do predkosci. Wartos¢ tej sity wynosi

Fop = 6'027

gdzie [ jest stala, a v — predkodcia ciata. Poczatkowa predkosé ciata (w punkcie (0,0) ) jest réwna 0.

Przyjmujac ¢ = 10m/s?, x; = 100 m, y; = —1m i oznaczajac przez m mase rozwazanego ciala,
wyznacz warto$¢ parametru parametru a, dla ktdrej czas przemieszczania sie rozwazanego ciata od
(0,0) do (z1,y1) jest najkrétszy, dla 5/m =0, 5/m = 0,0001 %, B/m = 0,001 % oraz 3/m = 0,01 %
Dla poréwnania wyznacz réwniez czas przemieszczania sie tego ciala od (0,0) do (z1,y1) po prostej
(tzn. w przypadku a = 0).

Niepewno$¢ otrzymanych czaséw nie powinna by¢ wieksza niz 0,2s.

Wskazéwki

Dhugosc¢ fragmentu rozwazanej paraboli od x do x + Ax, gdzie Az jest male, jest w przyblizeniu

réwna As = 4/1+ (y')zAx, gdzie ' jest pochodna y wzgledem x.

Wartosci parametréw b, ¢ sg okreslone przez a, 1, y1.

Uwaga:

Rozwiazanie powinno zawierac:

(i) wzory uzywane w rozwigzaniu wraz z wyprowadzeniem lub uzasadnieniem;

(ii) opis zastosowanego algorytmu;

(iii) opis kodu programu (lub np. arkusza kalkulacyjnego) uzytego do rozwiazania wraz z sposobem
zagwarantowania (lub sprawdzenia) wlasciwej dokladnosci wynikéw;

(iv) tabele wartosci liczbowych, o ktérych mowa w tre$ci zadania (dla kazdego [5/m warto$¢ a,
minimalnego czasu, oraz czasu dla ruchu po prostej);

(v) jakoSciowe omoéwienie otrzymanych wynikéw.

Nie jest dopuszczalne uzycie programéw do obliczenn symbolicznych lub gotowych programéw
wyznaczajacych poszukiwany czas po podaniu toru.

Dodatkowe wskazowki dotyczace rozwiazywania zadai numerycznych znajdziesz w tre$ciach i
rozwiazaniach zadan numerycznych z poprzednich olimpiad.



Rozwiazanie zadania T1

Oznaczmy przez vy oraz ve poziome sktadowe predkoéci odpowiednio pierwszej i drugiej deski,
a przez v, pionowa skladows predkosci konca pierwszej deski, wszystkie te predkosci w chwili ud-
erzenia pierwszej deski o st6l. Poniewaz nie ma tarcia, vy jest réwne szukanej konicowej predkosci
drugiej deski.

Az do uderzenia pierwszej deski o stét jej ukos$na Sciana styka sie z gérna krawedzia drugiej deski.
Poniewaz L; > d, kat tej $ciany deski wzgledem pionu jest w przyblizeniu stale réwny 45°. Oznacza
to, ze spelniony jest warunek

Uy = Vg — V1. (1)

Poniewaz nie ma tarcia, pozioma skladowa pedu ukiadu jest zachowana i réwna 0, gdyz na
poczatku zadna z desek sie nie poruszala

miv1 + Moy = 0. (2)

Roéwniez z powodu braku tarcia az do momentu uderzenia pierwszej deski w stét speliona jest
zasada zachowania energii — poczatkowa energia ukladu jest réwna energii koricowej
migd 1

Te? 4 Smge? 4 & (Uy)2+1 > (3)
= —Lw] + zmvy + =mq | = UL
2 o LT oI 5T g 9 22

gdzie %[ 1w? jest energia kinetyczna ruchu obrotowego pierwszej deski wokét §rodka masy, wy = v, /Ly
— predko$cig katows ruchu obrotowego pierwszej deski, I; = m;L?/12 — momentem bezwtadnosci
pierwszej deski wzgledem jej $rodka masy (poniewaz dhugosé¢ jest znacznie wieksza od grubosci wyko-
rzystaliSémy tu wzér podany w treéci zadania), %mlv% + %ml (”—;)2 — energig kinetyczna ruchu érodka
masy pierwszej deski (uwzgledniliémy tu, ze pionowa predko$¢ srodka masy tej deski jest réwna v, /2),
$mov3 — energia kinetyczna drugiej deski, mqgd/2 — rézmica miedzy poczatkows a koncowa energia
potencjalng pierwszej deski (wykorzystaliémy tu to, ze dla dtugiej deski, gdy jeden koniec deski jest
podniesiony o d, a drugi opiera sie o stél, to srodek masy jest uniesiony o d/2).
Uwzgledniajac wzory na [ i wy, powyzsza rownoS¢ mozna przepisaé w postaci

mygd 1 1 v o1
5 = §m11)f + §m1§y + §mgv§. (4)

Podstawiamy do powyzszego réwnania v, oraz v, wyznaczone ze wzoréw (2) oraz (1):

o me o My +my
V] = ——Us, Uy = Vg — U3 = ———7s. (5)
my my

Ostatecznie otrzymamy, ze koricowa predko$é¢ drugiej deski wynosi

d 3gdm?2
vy = | :\/ Sl (6)

4m§ + m% + 5m1m2 '

Przypadki szczegdélne:

Dla my/my — 0 otrzymamy
vy = 4/ 3gd.
Wiynik ten jest konsekwencja faktu, ze moment bezwladnoéci preta wzgledem jego konca wymnosi
%le.
Dla my/my; — oo otrzymamy zgodny z oczekiwaniami (lekka deska nie jest w stanie poruszy¢
bardzo ciezkiej) wynik

UQZO.



Punktacja zadania T1

Zwiazek miedzy pionowa predko$cia konca pierwszej deski a poziomymi predko$ciami desek (wzor
(1)) — 2 pkt.

Wykorzystanie zasady zachowania pedu (wzér (2)) — 2 pkt.

Zasada zachowania energii dla rozpatrywanego ukladu w postaci ogélnej (wzér (3)) — 2 pkt.

Uwzglednienie w zasadzie zachowania energii zwiazkéw miedzy predko$ciami katowymi i liniowy-
mi oraz wzoru na moment bezwladno$ci preta (wzér (4)) — 1 pkt.

Koncowa predkos¢ drugiej deski (wzér (6) lub réwnowazny) — 3 pkt.

Rozwiazanie zadania T2
Gdy gérna okladka jest przesunieta o x w stosunku do dolnej, pojemno$¢ kondensatora wynosi
_ cogr(a—2)b

¢, =2l (™

a energia w nim zmagazynowana, zgodnie ze wzorem na energie kondensatora, jest réwna

Q2

o
¢ ac,

(8)
Grawitacyjna energia potencjalna gérnej oktadki jest dana wzorem
E, = —mgxsin a. 9)

W stanie réwnowagi zmiana catkowitej energii spowodowana dodatkowym przesunieciem gérnej
okladki o mata wielko$¢ Az jest réwna zero, tzn.

A (B, + Ec) =0. (10)
Uwzgledniajac, ze Q jest stale, oraz ze dla malej zmiany Ag- = —HAC, = LAz, otrzy-
mujemy : :
. Q2 50€rb
— — Az =0 11
( mgsma—i—20§ y x =0, (11)
z czego wynika, ze
2 b
—mgsina + QQ—C;OZ’“ — 0. (12)
Przeksztalcajac powyzsze rownanie otrzymujemy szukany tadunek
2mgd si
0=0, mgd sin o (13)
goerb
2e9e,mgbsi
:(a—x)\/ €0€ méq sin o (14)

Punktacja zadania T2

Pojemnos¢ kondensatora (wzér (7)) — 2 pkt.

Energia zmagazynowana w kondensatorze (wzér (8)) — 1 pkt.
Grawitacyjna energia potencjalna gornej oktadki (wzér (9)) — 1 pkt.
Warunek réwnowagi (wzér (10) lub réwnowazny) — 2 pkt.

Warunek réwnowagi w jawnej postaci (wzér (12) lub réwnowazny) — 2 pkt.
Szukana pojemno$¢ kondensatora (wzér (14)) — 2 pkt.



Rozwiazanie zadania T3
a) Zgodnie ze wzorem na sprawno$¢ silnika Carnota, minimalna praca potrzebna do dostarczenia
do mieszkania ciepta ()¢ wynosi

Weo — (1 _ Tl) Qc, (15)

gdzie Ty, =ty + Ty, T, = t, + Ty sa odpowiednimi temperaturami w skali Kelvina, a Ty ~ 273 K.
Zatem w przypadku idealnym szukana moc jest réwna

tw — t,

T te+Th
— 0,54 kW. (17)

Po P (16)

b) Z zasady zachowania energii moc ciepta pobieranego z otoczenia wynosi
P, = P; — Pg. (18)

Molowe cieplo wlasciwe powietrza przy stalym ci$nieniu (chlodzenie na zewnatrz odbywa sie przy
stalym ci$nieniu!) wynosi C), = (g + 1) R, zatem liczba moli powietrza przeptywajacego w jednostce
czasu przez zewnetrzny element klimatyzatora wynosi

PZ
n:m. (19)

Z réwnania stanu gazu doskonalego wynika, ze molowa gesto$¢ wylatujacego powietrza wynosi

N o

A ) 20
V. RT, (20)
Zatem szukana szybko$¢ przepltywu powietrza jest rowna
n
J=—— 21

Pq — P, t, + 1t

_ G 5R + 1o (22)

(to - tz) (5 + 1) pO
~ 0,1 m?/s. (23)

Punktacja zadania T3

Minimalna praca potrzebna do dostarczenia do mieszkania ciepla @), (wzér (15)) — 2 pkt.

Szukana moc w przypadku a) (wzor (16)) — 1 pkt.

Liczbowa warto$¢ szukanej mocy (wzér (17)) — 1 pkt.

Wykorzystanie zasady zachowania energii (wzér (18)) — 1 pkt.

Liczba moli powietrza przeptywajacego w jednostce czasu przez zewnetrzny element klimatyzatora
(wzor (19)) — 2 pkt.

Molowa, gesto$¢ wylatujacego powietrza (wzér (20)) — 1 pkt.

Szukana szybko$¢ przeplywu powietrza (wzoér (22)) — 1 pkt.

Wiynik liczbowy (wzér (23)) — 1 pkt.



Rozwiazanie zadania T4 (numerycznego)
Uwaga: aby unikna¢ konfliktu oznaczen, w ponizszym rozwiazaniu wspoétrzedne konicowego poloze-

nia koralika oznaczamy przez Xi, y;.

Réwnania ruchu
Interesuje nas tylko sita styczna do toru, po ktérym porusza sie koralik.
Styczna do toru skladowa sily grawitacyjnej wynosi

A
f%s=-ﬂn93%. (24)

Zgodnie ze wskazéwka w tredci zadania mamy

Ay Ay Yy

— = = . (25)
As i+ w)as 1+ @)
Zatem
yl
Foy = —mg————=, (26)
L+ (y)*
przy czym w naszym przypadku
y' = 2ax +b. (27)

Sita oporu powietrza dziatajaca na kulke jest przeciwna do wektora predkosci, co oznacza, ze jest
styczna do toru. Tak wiec styczna do toru sktadowa sily dzialajacej na kulke wynosi

F, = Fy —F,, (28)
yl
= —my——— = Bv?. (29)
1+ (y)

Zatem rownanie ruchu koralika ma postaé

ma = —mg———— — [v°, (30)
L+ ()

gdzie a jest styczna do toru skladowa przyspieszenia koralika. Zauwazmy, ze predkos¢ koralika
mozemy wyrazi¢ przez jej pozioma skladowa v,

As  AsAx 2

Poniewaz punkt poczatkowy to x = 0, y = 0, a koncowy to z = x;, y = y1, parabola, po ktoérej
porusza sie koralik ma postaé

y = {a (m—xl)—i—&] z, (32)

X1

tzn. ¢ =0,b = % —a X1, natomiast a jest wolnym parametrem, ktory nalezy wyznaczy¢ z warunku
najkrétszego spadku.
Do powyzszych réwnan nalezy doda¢ jeszcze warunek, ze w chwili poczatkowej koralik spoczywa

v(t=0)=0.
Zauwazmy, ze w przypadku a = 0, 8 = 0 czas spadku mozna wyznaczy¢ $ciSle i wynosi on

JETY
Too. 5 :1—1’ 33
Ty .

8



gdzie \/x? +y? jest droga, \/—2gy: — predkoscia koricowa wyznaczona z zasady zachowania
energii, /—2gy;/2 — $rednig predkoscia.
Dla parametréw wystepujacych w zadaniu mamy

Ta:07 B=0 = 44,72 S. (34)
Algorytm numeryczny
W celu rozwiazania numerycznego zamieniamy a — %, v — % =4/1+ (y’)2%, otrzymujac
uklad réwnan réznicowych
_ y 2
Av = | —mg————— — pv° | At,
L+ ()

1+ () Az = vAt.

gdzie, zgodnie z poprzednimi rachunkami

y’:2a$+b:2a:c—|—&—ax1. (35)
X1
Istnieje bardzo wiele algorytmoéw pozwalajacych na numeryczne rozwigzanie rozwazanego zagad-
nienia. W niniejszym rozwiazaniu krok dzielimy na dwie czeSci: najpierw wyznaczamy polozenie
w chwili ¢, + At/2, w tym polozeniu obliczamy site, na jej podstawie wyznaczamy predko$¢ w chwili
t, + At, a nastepnie polozenie w chwili ¢,, + At, zgodnie z ponizszymi wzorami

Up, At
Pnife =t L (30)
V1t W)
Y,
Up+t1 = Up + 12 ) - % 721 (37)
1 + n+1/2>
Up, At
Tp+l = Tpt1/2 + = 59 (38)
\/ 1 + n+1/2)
tn—l—l — tn + At, (39)

gdzie yy,, ¥, .4 /2 jest wyliczone na dla danego x,,, 12 Przy wykorzystaniu wzoru (35).

Wyznaczanie czasu spadku dla zadanej wartosci « — metoda A.

Dla ustalonej warto$ci a ( a réwniez X1, y; oraz ¢ i 5/m) algorytm postepowania jest nastepujacy:

0. przyjmujemy wstepna warto$¢ At.

1. przyjmujemy z¢o =0, v9 =0, 1o =0

2. dla danych z,, v,, t, wyznaczamy korzystajac z (36 — 39) oraz (35) Tni1, Uni1, tni1

3. jesli x,,11 < x1 oraz v,41 > 0, to powtarzamy krok 2.; je§li z,,,1 > x1, to konczymy iteracje
i wstepnie przyjmujemy, ze czas spadku dla danej wartosci a wynosi T, = t,,11. Jesli 2,11 < x; oraz
Upa1 < 0, koniczymy iteracje bez przypisywania T, zadnej wartosci.

W tym podej$ciu niepewno$¢ otrzymanego czasu nie moze by¢ mniejsza niz At. Dodatkowo
sprawdzimy dokladno$¢ otrzymanych wynikéw zmniejszajac dwukrotnie At i poréwnujac wyniki
z otrzymanymi poprzednio. Dodatkowo, oczekujemy, ze czas otrzymany w przypadkua = 0, 5/m = 0
jest zgodny w granicach oczekiwanej doktadnosci z wynikiem Scistym.



Alternatywna metoda wyznaczenia czasu spadku — metoda B
Poniewaz mamy wyznaczy¢ czas, a sumaryczna zmiana x jest okreSlona, wygodne wydaje sie
potraktowanie jako zmienng niezalezng z, co prowadzi do réwnan

/ 1 2
Av = —gL — E’UQ ﬂAz, (40)
/1 W2 ™ v
1+ ()3
apo VIR (41)

v

Ze wzgledu na wystepowanie w powyzszych wzorach v w mianowniku i to, ze v = 0 dla ¢t = 0,
powyzsze rownania nie nadaja sie bezpoSredniego wykorzystania. Zauwazmy jednak, ze vAv =

v? . v2 3 .y . . .
A (7 , & zatem oznaczajac % = E mozna napisa¢ nastepujace réwnania:

AE = [—gy' — g 1+ (y')%?] Az, (42)
v =V2E, (43)
At = 1+(y,)Ax. (44)

Wybér oznaczenia E jest nieprzypadkowy, gdyz jest to podzielona przez m energia kinetyczna,
a powyzsze réwnania mozna wyprowadzi¢ wprost z rozwazai energetycznych.

W réwnaniu (44) nadal v wystepuje w mianowniku, ale nie bedzie to problemem, jesli nie bedziemy
wstawiali tam predkosci poczatkowej. Réwnanie iteracyjne moze mie¢ postaé

! 5 / 2 2
“9Ynt1/2 — m 1+ (yn+1/2) Un,
Upt1 = \/2En 41, (46)

2
1+ (y;+1/2)
(Unt1 + vn) /2
Warto$¢ y;, 4 /o Jest w powyzszych réwnaniach wyznaczona dla x,, + % przy wykorzystaniu wzoru
(35).
Zauwazmy, ze dla § = 0 oraz stalej wartosci 3y’ powyzsze rownania sa Sciste nawet dla duzych
wartosci Ax.

En-‘rl =E,+ AI7 (45)

tn+]_ - tn + (47)

Wyznaczanie czasu spadku dla zadanej wartos$ci « — metoda B
Dla ustalonej wartosci a (a réwniez x1, y1 oraz g i §/m) algorytm postepowania jest nastepujacy:
0. przyjmujemy wstepna liczbe przedzialéw N na ktére dzielimy przedzial [0, x;] i wyznaczamy

Ax =3
1. przyjmujemy vg =0, Ey =0, 15 =0
2. dla danych v, E,, t, wyznaczamy v, 1, Fyn11, t,11 korzystajac z (45 — 47) oraz (35)
3. powtarzamy krok 2. N razy i wstepnie przyjmujemy, ze czas spadku dla danej wartosci a

wynosi T, = tn.

Podobnie jak w metodzie A dokladno$¢ otrzymanych wynikéw oszacujemy zmniejszajac dwukrot-
nie At i poréwnujac wyniki z otrzymanymi poprzednio. Sprawdzamy réwniez, czy czas otrzymany
w przypadku a = 0, 5/m = 0 jest w granicach oczekiwanej dokladnosci zgodny z wynikiem $cistym.

Wyznaczanie warto$ci « odpowiadajacej najkrétszemu czasowi spadku
Wartos¢ a odpowiadajaca najkrotszemu spadkowi wyznaczono w nastepujacy sposéb:
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e wstepnie przyjeto minimalna a,;, oraz maksymalna a,., warto§¢ parametru a
e ten zakres podzielono na N, réwnych przedzialéw

e dla kazdej z wartoSci @ = aymn + k - Aa, gdzie Aa = %, k=0, 1,.., N,, wyznaczono
czas spadku Tj,.

Spoéréd otrzymanych czaséw 1), wybrano najkrétszy, ktéry oznaczamy jako t,,;, oraz odpowiada-
jaca mu warto$¢ a, ktéra oznaczamy jako a,,j;. Dodatkowo wybrano najkrétszy czas sposréd
czasow wickszych od t,,, ktéry oznaczamy jako ¢, (prawie najkrétszy czas)

Wartosci parametréw a, dla ktérych koralik nie dolatuje do koiica toru, nie sa brane pod uwage.

Implementacja algorytmu

Programy w C++ oraz w Logo dzialajace zgodnie z powyzszymi algorytmami sa dotaczone do
rozwiazania dostepnego na stronie KGOF.

Programy te wykorzystuja procedury: procedura krok odpowiada krokowi opisanemu réwnania-
mi (36-39) lub réwnaniami (45-47). Procedura ruch powtarza kroki do momentu, az = osiagnie lub
przekroczy warto$¢ x; (= 100 m) lub predkos¢ (albo energia E w metodzie B) stanie sie ujemna. Pro-
cedura najkrotszyCzas powtarza procedure ruch zgodnie z opisem w punkcie Wyznaczanie wartosci
a odpowiadajacej najkrotszemu czasowi spadku. Po kazdym wywolaniu procedury ruch sprawdzane
jest, czy otrzymany czas ruchu t jest mmniejszy lub réwny dotychczasowemu najkrétszemu czasowi
zapamietanemu w zmiennej tnaj. Jesli jest krétszy, tnaj przyjmuje nowa wartos¢ t. Jednoczesnie
zmienne anajmin oraz anajmax odpowiadajace minimalnej i maksymalnej wartosci a dla najkrét-
szego czasu przyjmuja aktualng warto$¢ zmiennej a odpowiadajacej parametrowi a. Jesli tnaj jest
réowne t, odpowiednio modyfikowane sa wartoéci zmiennych anajmin oraz anajmax.

Potrzebne do rozwiazania zagadnienia warto$ci zmiennych sa zapisywane do pliku lub wy$wietlane
na ekranie.

Obliczenia numeryczne

Jako wstepna warto$¢ kroku czasowego przyjeto 0,1 s. Otrzymane wyniki przedstawia ponizsza
tabela. Poniewaz wystepujace w niej wartoSci a sa do$¢ male, przedstawiono a - x; = a - 100 m. Gdy
najkrétszy czasowi odpowiada wielu warto$ciom a, przedstawiono caly ich zakres.

Tabela 1. Minimalny czas dla At = 0,1, Gpin = 0, Gpax - X1 = 5, Aa - x; = 0,05 otrzymany metoda A
(opis oznaczen jest w punkcie Wyznaczanie wartosci a odpowiadajacej najkrétszemu czasowi spadku)

B/m (1/m) | tuaj (8) | Gnaj ~X1 | tpnaj (8) | ta=o (s)
0

770 | 1,25+ 1,90 | 7,80 44,80
0,0001 780 | 1,30 = 1,70 | 7,90 44,80
0,001 13,60 | 0,25 14,60 45,50
0,01 52,40 |0 52,40

W powyzszej tabeli nie ma wartodci t,,aj Oraz app,; dla g/m = 0, 01%, gdyz juz dla a - x; =
0,05 koralik zatrzymywatl sie przed doleceniem do x = x;. Za wyjatkiem przypadku tego wlasnie
przypadku, minimalne czasy odpowiadaja a - x; znajdujacym sie wewnatrz przedziatu [0, 5], zatem
nie ma potrzeby jego rozszerzenia.

Czas dla 8/m = 0, a = 0 jest zgodny z wynikiem (34) otrzymanym ze $cistego wzoru. Zeby
sprawdzi¢ wiarygodno$¢ wynikéw dla f/m # 0, powtérzono obliczenia dla At = 0,05 s oraz dla
At = 0,02 s.
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Tabela 2. Minimalny czas dla At = 0,05 S, Gmin = 0, Gmax - X1 = 5, Aa - x; = 0,05 otrzymany
metoda A.

g/m (1/m) | tnaj (8) | Gnaj ~X1 | tpnaj (8) | ta=o (8)

770 | 1,30 =175 | 7,75 44,75
0,0001 785 | 1,25+ 1,65 7,90 44,80
0,001 1355 | 0,25 14,60 45,50
0,01 52,45 |0 52,45

Tabela 3. Minimalny czas dla At = 0,02 S, Gmin = 0, Gmax - X1 = 5, Aa - x; = 0,05 otrzymany
metoda A.

B/m (1/m) | tuaj (5) | Gnaj ~X1 | tpmaj (8) | =0 (5)
0

768 | 1,45+ 1,50 | 7,70 44,74
0,0001 786 | 1,30 =155 | 7,88 44,80
0,001 1356 | 0,25 14,60 15,48
0,01 52,42 | 0 52,42

Powyzsze rezultaty oznaczaja, ze przyjeta metoda wyznaczania czasu spadku dla zadanego a
daje wystarczajaca dokladno$é dla At = 0,05. Jednak w przypadkach /m = 0,01 oraz §/m = 0,001
warto$¢ kroku Aa jest za mala. W zwiazku z tym przeprowadzono kolejne obliczenia, z wynikami
przedstawionymi w ponizszej tabeli

Tabela 4. Minimalny czas dla At = 0,02 s, Aa - x; = 0,001 lub 0,0005 otrzymany metoda A.

/B/m (1/m) tl’laj (S) anaj : Xl tp_naj (S) Aa . Xl
0,001 13,06 0,292 + 0,293 13,08 0,001
0,01 38,42 0,0270 = 0,0275 | 38,44 0,0005
Tabela 5. Minimalny czas dla At = 0,01 s, Aa - x; = 0,001 lub 0,0005 otrzymany metoda A.
B/m (1/m) | tuaj (8) | anaj - Xa tomaj (8) | Aa -x;
0,001 13.07 02900295 | 13,10 | 0,001
0,01 38,42 0,0270 = 0,0275 | 38,43 0,0005

Wyniki i ich dyskusja
Na podstawie powyzszych rezultatéw mozna przyjac, ze szukane minimalne czasy oraz odpowiada-
jace wartoSci parametru a sa nastepujace

Tabela 6. Minimalne czasy oraz odpowiadajace im wartoéci parametru a. Przedstawiono réwniez czas
ruchu po prostej t,—g.

B/m (1/m) | tnaj (8) | @Gnaj (1/m) tao (8)

0 77+0,2 | 0,015+ 0,002 14,8+ 0,2
0,0001 79+0,2 | 0,014+ 0,002 448+0.2
0,001 13,1 £0,2 | 0,0029 £ 0,0002 | 45,5 £ 0,2
0,01 38,4+ 0,2 | 0,00027 & 0,00002 | 52,4 & 0,2

Dla wartosci 5/m = 0; 0,0001$ czas ruchu po torze optymalnym jest znaczaco rézny od czasu
odpowiadajacego ruchowi po prostej. Wptyw sily oporu w przypadku /m = 0,0()Oli jest maly. W
przypadku /m = 0,001% czas najkroétszego spadku jest juz istotnie wiekszy niz w przypadku braku
oporu, a parabola znacznie bardziej zblizona do prostej. Jest to zwiazane z faktem, ze sila oporu
szybko roénie ze wzrostem predkosci, co powoduje dla toréw o wiekszym a koralik po prostu nie
doleci do punktu konicowego. Jest to szczegblnie widoczne w przypadku §/m = 07011_11: optymalny

tor jest to bardzo zblizony do prostej, cho¢ nadal ,zysk” z tego, ze nie jest to prosta, jest zauwazalny.
Ciekawe w powyzszych wynikach jest to, ze o ile czasy najkrétszego spadku w przypadkach 8/m >
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0,001% istotnie zaleza od [/m, to jednak zalezno$¢ czasu spadku po prostej od 5/m jest znacznie
mniejsza.

Punktacja zadania T4 (numerycznego)

Roéwnanie ruchu koralika (wzér (30) lub réwnowazny) wraz z warunkami poczatkowymi oraz
wyznaczenie pochodnej y' (wzér (27) ) i wyznaczenie parametréw b oraz ¢ paraboli — 2 pkt.

Uklad réwnan réznicowych lub rekurencyjnych pozwalajacy na numeryczne wyznaczenie czasu
dla danego toru oraz opis algorytmu i podanie sposobu jego implementacji — 2 pkt.

Przedstawienie algorytmu wyznaczenia czasu najkrétszego spadku — 1 pkt.

Podanie sposobu zagwarantowania lub sprawdzenia wlaéciwej dokladno$ci wynikéw — 1 pkt.

Czasy najkrotszego spadku wraz z odpowiadajacymi im wartoSciami parametru a oraz czasy
ruchu po prostej zgodne z podanymi w Tabeli 6. (wraz z podaniem niepewnosci wynikéw) — 3 pkt.
Gdy zgodno$¢ z wynikami z Tabeli 6. jest tylko dla dwéch wartosci 8/m — 1 pkt, gdy dla trzech —
2 pkt.

Jakodciowe oméwienie otrzymanych wynikéw — 1 pkt.
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